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Wszystkie rozwazane algebry beda algebrami artinowskimi nad ustalo-
nym pierscieniem przemiennym R.

Niech H bedzie algebra dziedziczng typu A oraz T odwracajacym H-
modutem. Algebre A = Endgy(7T) nazywamy algebra odwr6cona typu A.
Niech Z#(T) = {X € mod H | Homy (T, X) = 0}, 9(T) = {X € mod H |
Exty, (T, X) =0}, 2(T) ={Y €modA | Y@, T =0}i%(T) ={Y ¢
mod A | Tor{(Y,T) = 0}. Zgodnie z twierdzeniem Brenner-Butler funktory
Homy (T, —) : 9(T) — % (T) i Exty, : F(T) — 2 (T) sa réwnowaznoscia-
mi. Wiadomo, ze jesli Y € indA, to Y € Z(T) lub Y € #(T). Ponadto
gldimA < 2oraz pdy Y <1lubidy Y <1 dla dowolnego nierozktadalnego
A-modutu Y.

Niech € bedzie spéjnym wartosciowanym kotczanem z translacja. Pelny
warto$ciowany podkotczan A kolczanu € nazywamy sekcja, jesli kotczan A
nie ma zorientowanych cykli i jest wypukty w €, oraz |ANG| = 1 dla dowolnej
T-obity & w €. Mozna pokaza¢, ze moduty Homy (T, I), gdzie I przebiega
wszystkie klasy izomorfizméw nierozktadalnych H-modutéw injektywnych,
tworzg sekcje w pewnej sktadowej €1 kotczanu I',. Sktadowe postaci ér
nazywamy sktadowymi taczacymi. Twierdzenie Liu-Skowronski orzeka, ze
spéjna algebra jest odwrocona wtedy i tylko wtedy, gdy kotczan I'4 posiada
spéjna sktadowa € z dokladna sekcja A taka, ze Homa(X,74Y) = 0 dla
dowolnych X,Y € A. Ponadto w tej sytuacji € = ¢ dla pewnego modutu
odwracajacego T nad algebra dziedziczng H.

Dla dowolnej algebry A przez £, oznaczaé bedziemy pelng podkategorie
kategorii ind A sktadajaca sie tych modutéw nierozktadalnych X, dla kto-
rych pd, Y <1 dla dowolnego poprzednika ¥ modutu X w kategorii ind A.
Dualnie definiujemy podkategorie Z 4.

Niech 47 bedzie abelows R-kategoria dziedziczna ze skonczenie gene-
rowanymi przestrzeniami Hom i Ext!. Obiekt T kategorii ¢ nazywamy



odwracajacym, o ile Extl, (T,T) = 0 oraz warunki Hom (T, X) = 0 i
Extl, (T, X) = 0 implikuja X = 0. Algebry postaci End(T") dla pewnego
obiektu odwracajacego T' w dziedzicznej R-kategorii ¢ nazywamy algebra-
mi quasi-odwréconymi. Happel, Reiten i Smalg pokazali, ze algebra A jest
quasi-odwrécona wtedy i tylko wtedy, gdy gldim A < 2 oraz pd, X < 1 lub
idg X <1 dla kazdego nierozktadalnego A-modutu X. Réwnowaznie mozna
tez powiedzieé, ze £, zawiera wszystkie nierozkladalne moduty projektywne,
lub ze Z4 zawiera wszystkie nierozktadalne moduty injektywne.

Algebry quasi-odwrécone kanonicznego typu, to algebry, w ktorych kot-
czanie Auslandera—Reiten wystepuje separujaca rodzine potregularnych rur
(zawierajaca rury stabilne, promieniowe lub kopromieniowe). Happel i Reiten
udowodnili, ze kazda sp6jna algebra quasi-odwrocona jest algebra odwrdcong
lub jest kanonicznego typu.

Warto wspomnie¢, ze Skowronski udowodnit, ze algebra A jest odwrocona
wtedy i tylko wtedy, gdy gldim A < 2, £y UZ4 = ind A oraz kategoria -Z4 N
Z 4 zawiera modul kierujacy. Wiadomo, ze algebra A jest quasi-odwrdcona
wtedy 1 tylko wtedy, gdy gldim A < 2 oraz ind A = £y U Z4.

Jezeli pdy X < 11lubidy X <1 dla kazdego nierozktadalnego A-modutu
X, to gldim A < 3. Ogolnie, jesli istnieje liczba naturalna n taka, ze pd, X <
n lub id4 X < n dla wszystkich X € ind A, to gldim A < 2n+ 1. Mowimy, ze
algebra A jest matego wymiaru homologicznego (shod — small homological
dimension), jesli pd, X <1 lub idy X <1 dla kazdego X € ind A. Coelho i
Lanzilotta pokazali, ze algebra A jest matego homologicznego wymiaru wtedy
i tylko wtedy, gdy ind A = Z4 U Z4.

Niech € bedzie sp6éjnym kolczanem z translacja. Pelny wartosciowany
podkotczan A kotczanu € jest nazywany podwdjna sekcja, jesli A jest wy-
puklym podkotczanem bez zorientowanych cykli, oraz 1 < [AN 0| < 2 dla
dowolnej 7-orbity & w kolczanie €. Ponadto, jesli & jest taka T-orbita w
koltczanie €, ze |[ANO| =2, to ANC = {z,Ta} oraz istnieje droga sekcyjna
z wierzchotka injektywnego do 7x oraz droga sekcyjna z x do wierzchotka
projektywnego. Dla podwojnej sekcji A przez A oznaczaé¢ bedziemy zbidr
tych wierzchotkéw = € A, dla ktorych istnieje prawie sekcyjna droga z x do
wierzchotka projektywnego, zas przez Al zbiér tych wierzchotkéw = € A
dla ktérych istnieje prawie sekcyjna droga z wierzchotka injektywnego do .
Kladziemy A; = (A\ A) UTA! oraz A, = (A\ A)) UT~A]. Zauwazmy, ze
jesli A jest sekcja, to A = A; = A,.

Spojna algebre nazywamy podwojng algebra odwrdcona, jesli w kotczanie
I' 4 istnieje spdjna sktadowa € z doktadna podwdjna sekcja A o nastepuja-
cych wlasnosciach. Istnieje ilorazowa algebra A; algebry A bedgca algebra
odwrécong i taka, ze A; jest sumg roztgczng sekcji w sktadowych taczacych
kotczanéw Auslandera—Reiten blokow algebry A; oraz kategoria poprzedni-
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kow wierzchotkéw kotczanu A; kategorii w ind A pokrywa si¢ z kategoria
poprzednikéw wierzchotkéw kotczanu A; w kategorii ind A;. Dualnie wyma-
gamy istnienia ilorazowej algebry A, algebry A bedacej algebrg odwrocong
i takiej, ze A, jest suma rozltaczng sekcji w sktadowych taczacych kotcza-
néw Auslandera—Reiten blokéw algebry A, oraz kategoria nastepnikéw wierz-
chotkéw kotezanu A, kategorii w ind A pokrywa sie z kategoria nastepnikdw
wierzchotkéw kotczanu A, w kategorii ind A,.

Reiten i Skowronski pokazali, ze algebra A jest podwdjna algebra od-
wrocong wtedy i tylko wtedy, gdy kotczan I'y posiada spdjna sktadowsg &
z doktadna podwojna sekcje A taka, ze Homa(X,74Y) = 0 dla dowolnego
X € A, Y € A;. Ponadto klasa algebr podwojnie odwrdconych pokrywa sie
z klasg algebr matego globalnego wymiaru, ktore nie sa quasi-odwréocone.

Niech € bedzie spéjnym kotczanem z translacja. Pelny wartosciowa-
ny podkotczan A kolczanu % nazywamy wielosekcja, jesli A jest prawie
skierowanym (tzn. tylko skoniczenie wiele wierzchotkéw kotczanu A lezy na
cyklach zorientowanych) i wypuklym podkotczanem kolczanu € takim, ze
1 < |0N¥F| < oo dla kazdej T-orbity & w kolczanie €, przy czym |ANE| = 1
dla prawie wszystkich T-orbit & w kolczanie €. Zadamy tez, aby zaden wia-
sciwy wypuktly podkotczan kotczanu A nie mial powyzszych wlasnosci. Z
wielosekcja A mozemy stowarzyszy¢ kotczany A] 1 Al w analogiczny sposéb
jak to uczynilismy dla podwéjnych sekeji, a takze kotczany A = {z € A} |
T x & Al}oraz A = {x € Al | 7o ¢ Al'}. Definiujemy A; = (A\AL)UTA],
A, = (A\A)UTA” oraz A, = AjNA]. Analogicznie jak algebry podwéj-
nie odwrécone mozemy zdefiniowac klase uogolnionych algebr podwdjnie od-
wroconych. Okazuje sie, ze A jest uogdlniong algebra podwdjnie odwrdcong
wtedy i tylko wtedy, gdy kotczan I'4 posiada dokltadng uogdlniong standar-
dowa wielosekcje w prawie skierowanej sktadowej, lub rownowaznie, kotczan
I['4 posiada sktadowa z dokladng wielosekcja A taka, ze Homa(X,74Y) =0
dla X e A, 1Y € A,

Mozna pokazaé, ze sktadowa kotczanu Auslandera—Reiten algebry jest
jest prawie skierowana wtedy i tylko wtedy, gdy posiada wielosekcje. Ponadto
jesli A jest uogolniong algebra podwdjnie odwrocong oraz A jest doktadna
wielosekcja w sktadowej € kotczanu I' 4, to A, jest skoniczonym kotczanem, to
kazdy zorientowany z cykl w kotczanie € jest zawarty w A, oraz ind A = Z4U
A UZ 4. Algebra jest quasi-odwrdcona lub uogélniona podwdjnie odwrocona
wtedy i tylko wtedy, gdy w kategorii ind A \ Z4 U Z, jest tylko skoficzenie
wiele klas izomorfizméw nierozktadalnych A-modutéw. Nie wiadomo, czy to
samo jest prawda, gdy zatozymy, ze pd, X < 1 lub idy X < 1 dla prawie
wszystkich nierozktadalnych A-modutow X.



