Degeneracje modutéw prinjektywnych

na podstawie referatu Justyny Kosakowskiej

10 1 17 pazdziernika 2002

Przez caty referat przez K oznaczac¢ bedziemy ustalone ciato algebraicznie
domkniete. Symbolem (M, N)* oznaczaé¢ bedziemy Ext’(M, N), zaé [M, N|'
oznacza dimg Ext’(M, N).

Celem tego referatu jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie. Niech I bedzie posetem skoriczonego typu prinjektywnego oraz
M i N bedg dwoma KI-modutami prinjektywnymi. Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(a) M Sext N;'
(b) M Sdeg N;
(C) M Shom N.

Niech I bedzie posetem. Przez max [ oznacza¢ bedziemy zbior elemen-
téw maksymalnych posetu I. Definiujemy [~ := I \ max/. KI-modul X
nazywamy prinjektywnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciagg doktadny

0P >F—-X—>0

taki, ze moduty Py i P, sa projektywne oraz modut P, jest prosty. Inaczej
mowiac, X jest modulem prinjektywnym wtedy i tylko wtedy, gdy X|;- jest
projektywnym K I -modutem. Przez prin K1 oznacza¢ bedziemy kategorie
modutéw prinjektywnych. Algebra K I posiada bipartycje

KT — [K[‘ B }7

0 K(maxl[)

gdzie B jest KI~-K(max I) -bimodutem. Kazdy K I-modut X mozemy iden-
tyfikowaé z trojka (X', X" ¢x), gdzie X’ € mod K1, X" € mod K (max I)
oraz px : X' k- B — X" jest odwzorowaniem K (max /)-modutéw. Od-
wzorowanie K I-moduléw X i Y mozemy utozsamiaé¢ z para (f’, f”), gdzie
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f: X" = Y jest homomorfizmem K1~ -modultéw, f”: X” — Y” jest homo-
morfizmem K (max I)-modutéw oraz oy (f' ® B) = f"px.

Kazdemu K I-modutowi X mozemy przyporzadkowa¢ modut prinjektyw-
ny X = (P(X'), X", ), gdzie n : P(X') — X’ jest nakryciem projektywnym
w kategorii mod K1~ oraz ¢ = ¢(n ® B). Mamy odwzorowanie 7x : X — X
zdefiniowane jako para (n,1d). Zauwazmy, ze jadro n jest K'I~-modutem.

Lemat. Jezeli X jest KI-modulem takim, ze X" = 0, to (L, X)' = 0 dla
dowolnego prinjektywnego KI-modulu L oraz [M, X] = [N, X] dla wszystkich
prinjektywnych KI-modutow M i N takich, ze dim M = dim N.

Dowadd. Jesli X jest dowolnym K I-modulem, zas L jest K I-modutem prin-
jektywnym, to kazdy ciag doktadny postaci 0 - X — Y — L — 0 jest
indukowany przez odwzorowanie € : L' ® B — X", poniewaz L’ jest modu-

tem projektywnym. To dowodzi pierwszej czedci lematu. Poniewaz X" = 0,
wiec [Y, Xk = [Y', X'|kr- dla dowolnego KI-modutu Y, co konczy dowdd
drugiej czesé, gdyz M’ ~ N'. ]

Whiosek. Jesli X jest KI-modulem, to istnieje stala cx taka, ze [M, X] =
[M, X] + cx dla dowolnego prinjektywnego KI-modutu M.

Dowod. Mamy ciag doktadny
0=-Y =X —>X—0.

Poniewaz Y = 0, wigc dla dowolnego prinjektywnego K I-modutu M mamy
(M,Y)! =0. Stad [M, X] = [M, X]+[M,Y]. Z poprzedniego lematu wynika,
ze cx = [M, Y] nie zalezy od wyboru modutu M. O

Lemat. Niech A bedzie dowolng skonczenie wymiarowq K -algebrg oraz X i P
bedg dwoma A-modutami takimi, ze dim X = dim P. Je$li P jest modulem
projektywnym, a X nie jest modutem projektywnym, to istnieje A-modul Y
taki, ze [X,Y] > [P,Y].

Dowdd. Przypusémy, ze [ X,Y] < [P,Y] dla wszystkich A-moduléw Y. Dla
dowolnego A-modutu Y mamy ciag doktadny

0—=Y —>Uy - Vy —0,

gdzie modut Uy jest injektywny. Stosujac funktory (X, —) i (P, —) otrzymu-
jemy ciggi

0— (X)) = (X,Uy) = (X, Vy) = (X, ) =0



oraz

0— (PY)—= (P,Uy)— (P,Vy) = 0.

Stad [X,Y]' = [X,Y] — [X,Uy] + [X, W] < [P,Y] — [P,Uy] + [P, Vy] = 0.
7, dowolnos$ci modutu Y wynika, ze modut X jest projektywny, co konczy
dowdd. m

Whniosek. Niech M i X bedg dwoma KI-modutami takimi, Ze dim M =
dim X. Jesli modut M jest prinjektywny, a modut X nie jest prinjektywny,
to istnieje K1-modul Y taki, ze [X,Y]| > [M,Y].

Dowéd. Istnieje K1~ modut Y taki, ze [ X', Yo|gr- > [NV, Y]kr-. Wtedy Y
jest K I-modutem oraz [X,Y]xr > [N, Y]k O

Niech 7 oraz A beda translacjami Auslandera—Reiten w mod K1 oraz
prin K1 odpowiednio.

Lemat. Niech M i N bedg dwoma prinjektywnymi K I-modutama takima, Ze
dim M = dim N. Wtedy [N, X] — [M,X] = 0 dla wszystkich prinjektyw-
nych KI-modutow X, ktére sq injektywne w prin KI. Ponadto [N, A(X)] —
[X, N| = [M,A(X)]—[X, M] dla wszystkich nierozkladalnych prinjektywnych
KI-modutow X.

Dowadd. Pierwszy czesé lematu ma charakter ogélny i nie bedziemy jej tu-
taj dowodzi¢. Dla dowodu drugiej czesci zauwazmy, ze jesli modul X jest
projektywny, to teza jest oczywista. Zal6zmy zatem, ze modul X nie jest
projektywny. Wiadomo, ze A(X) = 7(X) oraz, ze [N,7(X)] — [X,N] =
(M, 7(X)] — [X, M]. Stad

[N, AX)] = [X, N] = [N, 7(X)] = [X, N] = [N, 7(X)] + ex — [X, N]
= [M7T(X ]+CX - [Xv M] = [MvT(}()] - [Xa M]
= [M,A(X)] — [X, M],
gdzie cx jest taka liczba catkowita, ze [L, X] = [L, X] + ¢x dla dowolnego
K I-modutu prinjektywnego L. O

Lemat. Niech M i« N bedg dwoma prinjektywnymi KI-modutami takimi, Ze
dim M = dim N. Wtedy [X, M| < [X,N]| dla wszystkich prinjektywnych
KI-modutéw X wtedy i tylko wtedy, gdy [M,X]| < [N, X] dla wszystkich
prinjektywnych KI-modutow X .

Dowdd. Zatézmy, ze [X, M] < [X, N| dla wszystkich prinjektywnych KI-
modutéow X. Niech X bedzie nierozktadalnym K I-modutem prinjektywnym.



Jedli modut X jest injektywny, to [M, X| = [N, X]. Zalézmy zatem, ze modut
X nie jest injektywny. Wtedy X = A(Y') dla pewnego prinjektywnego K I-
modutu Y. Stad
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co konczy dowdd. O]

Niech M i N beda dwoma K I-modutami (prinjektywnymi K /-modutami)
takimi, ze dim M = dim N. Wtedy M <pom N (M <I = N) wtedy i tylko

wtedy [X, M] < [X,N] dla kazdego KI-modutu X (prinjektywnego KI-
modutu X).

Lemat. Niech M i N bedg dwoma prinjektywnymi KI-modutami takima, zZe
dim M = dim N. Wtedy M <pom N wtedy i tylko wtedy, gdy M <P N

—hom

Dowdd. Jedna implikacja jest oczywista. Zalézmy zatem, ze M <I N oraz

niech X bedzie dowolnym KI-modutem. Wtedy [M, X] = [M, X] —ex <
[N, X] —cx =[N, X]. O

Zauwazmy jeszcze, ze jesli X <pom IV oraz modul N jest prinjektywny,
to modut X jest prinjektywny.

Whniosek. Niech M i+ N bedg dwoma prinjektywnymi K I-modutami. Jezeli
[M,U] = [N, U] dla wszystkich prinjektywnych KI-modutéw U, to M ~ N.
Podobnie, jezeli [U, M| = [U, N| dla wszystkich prinjektywnych K I-modutéw
U, to M ~N.

Dowad. Jest to konsekwencja wyniku Auslandera dla kategorii modutow. [

Przypomnijmy, ze w kategorii mod K I mamy zdefiniowany porzadek <q.

Mozemy méwi¢ tez o porzadku <. w kategorii prin K1.

Lemat. Niech M i N bedqg dwoma modutami prinjektywnymi. Wiedy M <y
N wtedy i tylko wtedy, gdy M <L, N. Ponadto, jezeli X <. N, to modut
X jest prinjektywny.

Dowdd. Jest to konsekwencja faktu, ze kategoria modutow prinjektywnych
jest zamknieta na rozszerzenia i sktadniki proste. O

Ustalmy wektor wymiaru d. Mozemy méwi¢ o rozmaitosci modg (d)
wraz z dziataniem grupy GL(d). W rozmaitosci modg;(d) mamy GL(d)-
niezmienniczy podzbiér pring,(d). Jest on podzbiorem otwartym, gdyz jest
to przeciwobraz podzbioru modutéw projektywnych w modg ;- (d|x;-) przy
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naturalnym rzutowaniu modg;(d) — modg;-(d|x;-). Mozemy rozwazaé
tez rozmaito$¢ prinj,;(d), zdefiniowana jako przeciwobraz ustalonego K1~ -
modutu projektywnego P o wektorze wymiaru d|g;-. Na prinf,(d) dziat gru-
pa GL°(d) zdefiniowana jako zbiér tych g € GL(d) dla ktérych gM|x;- = P
dla wszystkich M € prinj;(d). Problem badania rozmaitosci prinj,; wraz z
dziataniem grupy GL°(d) jest by¢ réwnowazny badaniu geometrii odpowied-
niego problemu macierzowego.

Domkniecie orbity modutu M w rozmaitosci pring;(d) oznaczaé bedzie-
my przez Oy, Oczywiscie EJ\P/[ = Oy N pring,(d). Mozna tez pokazaé, ze
domkniecie orbity modutu M w rozmaitogci prinj;(d) jest réwne O N
pring;(d). Mamy zdefiniowane porzadki <ge; oraz <}, ktére pokrywaja
si¢. Ponadto, jesli X <ges N oraz modul IV jest prinjektywny, to modut X
tez jest prinjektywny.

Twierdzenie (Bongartz). Niech U, M i N bedg takimi A-modutami, Ze
M <geg N, [N,U] = [M, U] oraz istnieje epimorfizm N — U. Wtedy istnieje
epimorfizm M — U oraz domkniecie zbioru jgder wszystkich epimorfizmow
M — U zawrera wszystkie jgdra epimorfizméow N — U. W szczegdlnosci
kazde jgdro epimorfizmu N — U jest degeneracjq generycznego jgdra epi-
morfizmu M — U, o ile takie istnieje.

Poniewaz jadra epimorfizméw M — U tworza zbior nieprzywiedlny, wiec
jesli z doktadnoscia do izomorfizmu mamy tylko skoniczenie wiele jader epi-
morfizméw M — U, to istnieje jadro generyczne.

Twierdzenie. Niech I bedzie posetem oraz niech M i@ N bedg dwoma prin-
gektywnymi K I-modutama. Jesli modut N jest preprojektywny w prin K1, to:

(a) M Sext N:'
(b) M Sdeg N;
(C) M Shom N.

Dowdd. Implikacje (a) = (b) = (c) sa znane. Pokazemy najpierw, ze (c¢) =
(b). Poniewaz M <pom N, wiec modut M jest preprojektywny w prin K 1.
Definiujemy d(M,N) = >, ([U, N| — [U, M]), gdzie U przebiega wszystkie
klasy izomorfizméw nierozktadalnych K I-modutéw prinjektywnych. Ta suma
jest skonczona, gdyz M i N sg modutami preprojektywnymi w prin K /. Jesli
d(M,N) =0, to M ~ N, wiec mozemy zatozy¢, ze d(M,N) > 0. Ustalmy
prinjektywny K I-modul U taki, ze [U, N] > [U, M| oraz dla wszystkich wta-
sciwych nastepnikow V' modutu U w kotczanie Auslandera—Reiten kategorii



prin K1 mamy [V, N| = [V, M]. Modut U nie moze by¢ projektywny, istnieje
zatem ciag Auslandera—Reiten w prin(K1)

0—-AU)—L—->U=—0.
7 definicji ciggu Auslandera—Reiten wynika, ze
(W, L] = [W,U @ A(U)] = =ow,w);
dla dowolnego nierozktadalnego prinjektywnego K I-modutu W. Stad
W N® L] = [W,MeU®AU)] = [W,N] - [W, M] = 0w),jv)

Stad mozna wywnioskowaé, ze M @ U & A(U) <yom N @& L oraz d(M & U &
A(U),N®L) < d(M,N). Z zatozenia indukcyjnego mamy zatem, ze M U &
A(U) <geg N®L. Poniewaz L <4 UBA(U), skad MBL <geg MBUBA(U),
wiec M @ L <qeg N ® L. Z wyboru U wiemy, ze [N, L] = [M, L]. Istotnie, jesli
modut L jest injektywny w prin K1, to teza jest oczywista, w przeciwnym
wypadku mamy, ze [N, L] = [M, L|+[A~ (L), M]—[A~ (L), N] = [M, L], gdyz
[A™(L), M] = [A~(L), N]. Mozna wiec skorzystac¢ z twierdzenia o skracaniu,
zatem M <geg N.

Dla dowodu implikacji (b) = (a) zalézmy, ze M <geg N. Poniewaz wie-
my juz, ze porzadki <geg 1 <nom Pokrywaja si¢ dla modutéw prinjektywnych,
wiec mozemy zaltozy¢, ze moduty M i N nie maja wspolnych sktadnikow
prostych. Zat6zmy dodatkowo, ze relacja M <geg IV jest minimalna. Ustalmy
nierozktadalny sktadnik prosty U modutu N taki, ze zaden inny nierozkta-
dalny sktadnik prosty modutu N nie jest wtasciwym nastepnikiem modutu
U w kolczanie I'(prin KI). Niech N = U @& L. Mamy [N,U] — [M,U] =
[A=(U),N] — [A~(U), M] = 0. Istnieje zatem taki epimorfizm ¢ : M — U,
ze Ker ¢ <4eg L (zauwazmy, ze modut Ker ¢ jest prinjektywny jako jadro epi-
morfizmu modutéw prinjektywnych). Poniewaz U nie jest sktadnikiem pro-
stym modutu M, wigc cigg doktadny 0 — Ker¢p — M — U — 0 nie jest
rozszczepialny. Stad M <geq Ker o @ U. Ponadto Ker p @ U <gqog LHU = N,
a wiec Ker o @ U ~ N, co konczy dowdd. [

Natychmiastowa konsekwencjg powyzszego twierdzenia jest twierdzenia
zapowiedziane na poczatku referatu, gdyz dla posetow skonczonego typu
prinjektywnego koltczan I'(prin K1) jest preprojektywny.

Warto przytoczy¢ tez nastepujacy fakt.

Twierdzenie. Dla posetow minimalnego nieskonczonego typu prinjektywne-
go POTZ@de Sext; Sdeg [ Shom pOkr?ﬂUaj@ 82@

Dowdd. W tej sytuacji algebra incydencyjna jest oswojona algebra utajona.
[



