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Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknietym oraz niech V' C K be-
dzie pierscieniem waluacyjnym ciata K odpowiadajacym waluacji v. Oznacz-
my przez R cialo reszt pierdcienia V', tzn. V/m, gdzie m jest ideatem maksy-
malnym w V.

Niech A bedzie ordynkiem nad V' z semi-multiplikatywna baza, tzn. ukta-
dem ey, ..., ey, Ay, (x,y) € Sy, takim, ze ey, ..., e, sa ortogonalnymi
idempotentami, S; = {(z,y) € {1,...,n}* | e;de, # 0}, az, € e Ae,,
A=@ Ve ® D ,es, Vay oraz D, g Vaey jest idealem. Mnoze-
nie w A zadane jest przez uklad (cuy.)@y.)es,, gdzie So = {(x,y,2) |
(z,9), (y, 2), (x,2) € S1}, przy czym a, 4ay . = Cyy -0y . Lacznosci mnozenia
0ZNACZA, Z€ Cyy Cozt = CoytCyats (T,Y,2,1) € Ss, gdzie S5 = {(z,y, 2, 1) |
(x,y,2), (z,2,t), (z,y,t), (z,y,2,t) € Sa}. B

Celem jest zbadanie zwiazkéw pomiedzy R-algebrag A = A/mA ~ A®y R
oraz K-algebrg A% = A®y K. W tym celu chcemy poréwnaé¢ A z pewna
K-algebra, ktora deformuje sie do A, Dla przykladu, jedli Q jest nastepu-

jacym kotczanem
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NA
[ ]

oraz A = VQ/{(By — ma), m € m, to AX) jest algebra drég kotczanu
e——>e— e podczas gdy A = RQ/(af). Wiadomo, ze algebra KQ/{a/3)
jest degeneracja algebry AU

Aby skonstruowaé odpowiednia degeneracje algebry A%) mozemy postuz-
si¢ y¢ metoda uzmienniania statych ¢, ., tzn. okresli¢ ¢, , .(A), A € K, tak,
aby ¢zy.(1) = ¢cpy» Oraz ¢, .(0) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢, € m
(tzn. gdy v(csy,.) > 0). Najprosciej potozy¢ cyy . (A) = AWw=c,, ., gdzie
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Wy, > 0 oraz wy, ., > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v(cs,,.) > 0. Lacznosé
dzialania mnozenia zadanego przez tak zdefiniowane state ¢, .(\) ozna-
Cza, 7€ Wyy, + Wy ot = Wyyt + Wy Zauwazmy, ze U(Cpy..) + U(Cp 1) =
V(o) +v(Cyzy)-

Mamy zatem nastepujacy problem ogélny. Niech a = [a; ;] bedzie macie-
173 o0 wspoOtczynnikach catkowitych wymiaru m x n oraz niech Ry,..., R; €
{<,<,>,>}, I < m. Pokazemy, ze uklad > 7", a;;0; = 0,4 = 1,...,n,
z; R; 0,7 =1,...,1, posiada rozwigzanie w grupie G wtedy i tylko wtedy,
gdy posiada rozwigzanie w Q. Poniewaz ciatlo K jest algebraicznie domknie-
te, wiec grupa G jest podzielna. Jest to zatem konsekwencja nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie. Niech A i B bedg dwoma uporzgdkowanymi grupami podziel-
nymi. Wtedy grupy A © B sq elementarnie rownowazne.

Zauwazmy, ze grupa uporzadkowana A moze by¢ traktowana jako zbior
wyposazony w dwie relacje pu i <, gdzie u C A3, przy czym (ayi, as,a3) € p
wtedy i tylko wtedy, gdy a; + as = as.

Niech X bedzie niepustym zbiorem. Jesli A’ i h” sa dwoma ciagami (skon-
czonymi lub nieskoriczonymi) o wyrazach w X, to piszemy h' < h” wtedy i
tylko wtedy, gdy A’ jest odcinkiem poczatkowym ciggu h”. Podzbiér H zbio-
ru wszystkich ciagéw o wyrazach w X nazywamy zbiorem historii nad X, o
ile spelnione sg nastepujace warunki:

(1) o € H,
(2) jesli h € H oraz h' < h, to h' € H,
(3) jesli ciag h jest nieskonczony i dla kazdego b’ < h, k' € H, to h € H.

Przez [(h) oznaczaé¢ bedziemy dtugosé ciagu h. Dla h € H definiujemy h™~ =
{reX|(hx) € H}.

Gra nazywaé bedziemy uktad (H, P,W), gdzie H jest zbiorem historii nad
pewnym zbiorem X, P: H \ max H — {1,2} oraz W C max H. Niech H; =
P~1(7). Strategia gracza i nazwiemy taka funkcje o; : H; — X, ze o;(h) € h™
dla h € H;. Zbiér strategii gracza i bedziemy oznaczaé¢ przez ¥;(I). Para
(01,02) € ¥1 %X, jednoznacznie wyznacza histori¢ h = h(s, »,) € max H taka,
ze (W, opmy(h')) < h dla ' < h. Powiemy, ze oy jest strategia wygrywajaca
gracza 1, o ile dla kazdego oy € ¥5(I"), h(s,,0,) € W. Analogicznie definiujemy
pojecie strategii wygrywajacej gracza 2.

Twierdzenie (Kuhn). Jesli sup,cyl(h) < oo, to jeden z graczy posiada
strategie wygrywajgcg.



Jesli Ai B sa dwoma modelami, to relacja p C A x B jest czeSciowym
izomorfizmem, o ile wyznacza bijekcje p : dom(p) — im(p) zachowujaca
strukture modeli.

Niech r bedzie dodatnig liczba catkowita oraz niech A i B beda dwo-
ma roztgcznymi modelami. Gra Ehrenfeuchta—Fraissé dtugosci r nazywa-
my gre EF"(A,B) = (H,P,W), gdzie X = AU B, H jest zbiorem ta-
kich ciagéw (x1,...,2;), ze | < 2r, x9;_1 € A wtedy 1 tylko wtedy, gdy
Ty; € B, oraz P(h) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy {(h) = 0 (mod 2). Dla
h € max H definiujemy ciagi a(h) = (AN{xy, z2}, ..., AN{xo_1, 2. }) oraz
b(h) = (B N {x1,x2},..., BN {xy_1,22}). Niech p(h) = {(a(h);,b(h);) |
j=1,...,r}. Wtedy h € W wtedy i tylko wtedy, gdy p(h) nie jest czescio-
wym izomorfizmem. Twierdzenie Ehrenfeuchta orzeka, ze modele A i B sa
rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy gracz 2 ma strategic wygrywajaca w
EF"(A, B) dla kazdego 7.

Niech A bedzie uporzadkowana grupa podzielna. Zauwazmy, ze A ma
strukture przestrzeni linowej nad Q zgodna z porzadkami w A i Q. Niech
2, = 35070 s> 1. Wtedy #,41 = 32°. Definiujemy I =A{u,v) | p,ve
Z vi # 0, |, lvi] < s} Jesli (p,v) € 7F oraz a = (ay,...,q) € Al to
bg =3 Mg, Kladziemy %°(a) = {La | (u,v) € 7},

Niech A1 B beda dwoma uporzadkowanymi grupami podzielnymi o roz-
tacznych nosnikach. Mozna pokazaé, ze gracz 2 ma w EF"(A, B) strate-
gie oy taka, ze dla dowolnej strategii oy gracza 1, jesli h = N, 5, Oraz
a(h) = (a1,...,a.), b(h) = (by,...,b.), to dla dowolnego 1 < j < r, re-
lacja pj((al, e ,aj), (bl, ,bj)) = {(%((ll, R ,CL]‘), %(bl, ce ,bj) | (1/, V) S

1—9 . /. . ’ s . . .
/]H 7} jest czesciowym izomorfizmem. W szczegdlnosci strategia oo jest

wygrywajaca.

Strategie o9 konstruuje sie nastepujaco. Jesli h = (x1), to o(h) jest do-
wolnym elementem drugiego z modeli, o tym samym znaku. Przypusé¢my
teraz, ze l(h) = 2] + ]., ] > (. Niech (A N {]31,.T2}7 ce ,A N {JIQj_l,LL’Qj}) =
(CLl, ce ,(lj) oraz (B N {ZL'l,ZEQ}, ceey BN {Jfgj_hZL’Qj}) = (bl, R ,bj), Zak')zmy,

ze pj((a1,...,a;),(b1,...,b;)) jest czesciowym izomorfizmem oraz x9j4; € A.
Wybieramy z9j19 € B tak, aby istniala bijekcja pomiedzy zbiorami {u €
U (a1, .. ,a5)) | u < xojq1} oraz {u € ZTTI((by, ..., b)) | u <
Tojya}-



