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Omawiane wyniki sa wspélnymi wynikami z Kunio Yamagata.

Przez K oznacza¢ bedziemy przemienny pierscien artinowski. Wszystkie
rozwazane algebry beda spéjnymi bazowymi algebrami artinowskimi nad K.
Dla algebry A przez mod A oznaczaé bedziemy kategorie skonczenie genero-
wanych prawych A-modutéw. Niech D = Homg(—, F) : mod A — mod A°P
bedzie standardowa dualnoscia, gdzie E jest minimalnym injektywnym ko-
generatorem w mod A.

Dla zbioru X C A przez [4(X) oznaczaé¢ bedziemy lewy anihilator zbioru
X w A, ktory jest zbiorem wszystkich a € A takich, ze aX = 0. Lewy anihila-
tor zbioru X jest lewym ideatem algebry A. Analogicznie definiujemy prawy
anihilator r4(X) zbioru X. Przez Q4 oznaczaé bedziemy (wartosciowany)
kolczan Gabriela algebry A. Przypomnijmy, ze jedli 1 = e; + - -+ + e, gdzie
€1,...,€s s parami ortogonalnymi prymitywnymi idempotentami, to zbio-
rem wierzchotkéw kotczanu @ 4 jest zbior {1,...,s}. Ponadto mamy strzatke
i — j wtedy i tylko wtedy, gdy e;(rad A)e;/e;(rad® A)e; # 0.

Przypomnijmy, ze algebra A jest samoinjektywna, jesli prawe (réwnowaz-
nie lewe) A-moduty A i D(A) sa izomorficzne. Algebra A jest symetryczna,
jesli A-A-bimoduty A i D(A) sa izomorficzne. Jesli B jest algebra, to try-
wialne rozszerzenie T'(B) = B x D(B) algebry B jest algebra symetryczna.

Nakayama udowodnit, ze algebra A jest samoinjektywna wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy lara(I) = I dla dowolnego lewego ideatu I algebry A oraz
rala(J) = J dla dowolnego prawego ideatu J algebry A.

Jesli algebra A jest samoinjektywna, to soc 4A = soc A4, a wiec jest ide-
alem w A oznaczanym soc A. Algebry samoinjektywne A’ i A” nazywamy
cokotowo réwnowaznymi, o ile A’/ soc A’ ~ A”/soc A”. Jezeli P jest nieroz-
ktadalnym modutem projektywnym nad algebra samoinjektywna, to mamy
ciag Auslandera—Reiten

0 —»rad P - rad P/soc P& P — P/soc P — 0.
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Zatem, gdy algebry samoinjektywne A" i A” sa cokolowo réwnowazne, to ich
kotczany Auslandera—Reiten sg izomorficzne.

Zauwazmy, ze jezeli A jest nietrywialng algebra samoinjektywna, to ma-
my gldim A = oo oraz kotczan Q4 nie ma wierzchotkéw poczatkowych oraz
koncowych. To implikuje powazne trudnosci w badaniu kategorii mod A. Z
drugiej strony wiadomo, ze dowolna samoinjektywna algebra skonczonego
typu nad ciatem algebraicznie domknietym jest cokotowo réwnowazna z al-
gebra postaci B /G, gdzie B jest algebra powtoérzen algebry odwréconej B
typu Dynkina, a G jest nieskoniczona grupa cykliczng automorfizmow B.

W ponizszych rozwazaniach interesowal nas bedzie nastepujacy problem.
Niech A bedzie spdjna bazowa samoinjektywna algebrag artinowsks nad K.
Kiedy istnieje nakrycie Galois B — B/G, gdzie B = A/I dla ideatu I w A
oraz dopuszczalnej grupy automorfizmoéow G. Interesowat nas bedzie przypa-
dek, gdy G = (pvp) dla dodatniego automorfizmu ¢ algebry B.

Ohnuki, Takeda i Yamagata udowodnili, ze jesli B jest bazowa spojna al-
gebrg artinowsks oraz ¢ jest dodatnim automorfizmem algebry B , to algebra
A=B/ (prg) jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy A ~ T'(B).

Niech A to bedzie spdjna bazows samoinjektywng algebra artinowska.
Niech I # A bedzie ideatem oraz B = A/I. Istnieje uktad prymitywnych
idempotentow algebry A, ey, ... e, €41,...,6s taki, ze 1 = e; + -+ + e,
e1,...,eg € loraz ey q,...,es € [. W powyzszej sytuacji element e+ I, gdzie
e =-e;+ -+ e jest jedynka w B. Wtedy e nazywamy residualng jedynka
algebry B. Oczywiscie 1 —e € I. Zauwazmy, ze dla A = T'(B) oraz [ = D(B),
mamy e = 1.

Jeslil4(I) = Ie dla pewnego idealtu I oraz idempotentu e, to e jest residu-
alna jedynka algebry A/I. Istotnie, niech ¢’ bedzie idempotentnym sktadni-
kiem e, tzn. ee’ = € = €'e, oraz €' € I. Wtedy €' € Iel. Warunek [4(A) = Ie
implikuje, ze Iel = 0, wiec ¢’ = 0. Ponadto 1 —e € ry(le) =rala(l) =1, co
konczy dowdd.

Niech A bedzie spéjna bazowa samoinjektywna algebra artinowska, niech
I bedzie idealem w A oraz niech e bedzie residualng jedynka algebry B =
A/I. Zatézmy ponadto, ze Iel = 0. Wtedy nastepujace warunki sa réwno-
wazne:

(1) Ie jest injektywnym kogeneratorem mod B;
(2)
(3) Lal) = Ie;
(4)

T‘A( ) el.

el jest injektywnym kogeneratorem w mod B°P.
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Ponadto, jezeli spelniony jest jeden z powyzszych warunkéw, to soc A C [
oraz leac(I) = ele = reae(I).

Twierdzenie. Niech A bedzie spdjng bazowq samoinjektywng algebrq arti-
nowskq. Istnieje nakrycie Galois B B/G A, gdzie B jest pewng bazowgq
algebrg artinowskq, a G nieskonczong grupg cykliczng (pvg) dla pewnego do-
datniego automorfizmu ¢ algebry B, wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejq ideal I
oraz idempotent e algebry A takie, Ze spelnione sq warunki:

(1) la(l) = Ie;
(2) kanoniczny epimorfizm algebr eAe — eAe/ele jest rozszczepialny.

Ponadto, jesli spelnione sq powyzsze warunki, to istnieje nakrycie Galois
C — A, gdzie C = A/I.

Dowdd. Niech F : B — B /G = A bedzie stosownym nakryciem. Niech .J
bedzie ideatem w A generowanym przez F& /F &, niech L bedzie idealem w
A generowany przez F'f, f € (DB)g. JeSlil =J+L,e= Fey1+---+ Feg,
to I i e spetiaja warunki oraz A/l ~ eAe/ele = B.

Zatozmy teraz, ze I jest ideatem w A spelniajacym powyzsze warunki.
Niech B = A/I. Istnieje pelny uktad idempotentéw ey, ..., e algebry A
taki, ze l=e;+ - F+er,e=e1+...+em, €1,...,em &1, i1, ..., e €I
Niech vy : A — A bedzie automorfizmem Nakayamy takim, ze soc(e;A) =
top(v(e;)A). Mamy wtedy permutacje Nakayamy v zbioru {1,...,k} taka,
ze v(e;)A = e,p»A. Dlai=1,...,m okreSlamy

& =min{l > 1|v7'(i) < m}.
Niech g : & — & bedzie okreslone przez

g(en,i) = Cpye(i),p—E(0) (5)-

Wtedy g jest bijekcja zbioru &, ktorg mozna rozszerzy¢ do automorfizmu
kategorii B postaci pvp, gdzie ¢ jest dodatnim automorfizmem okreslonym
wzorem

pleni) = Cn+e(i)—1,0—E@);
Ponadto B/(pvy) ~ A. O

Twierdzenie. Niech A bedzie spdjng bazowq algebrg artinowskq. Zaiozmy,
te istniejq nakrycia Galois F: B — B/(pvg) = A i H: C — [(Yvg) =
gdzie B 1 C' sq spojnymi bazowymsi algebrami artinowskims takimsi, ze k:oiczcmy
Gabriela Qp 1 Q¢ nie majg zorientowanych cykli, oraz ¢ i ¢ sq¢ dodatnims
automorfizmami. Wtedy istnieje izomorfizm & : B—C taki, ze FF = H®.
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Whniosek. Niech A bedzie spojng bazowq skorniczenie wymiarowq algebrq sa-
moinjektywng nad ciatem algebraicznie domknietym K. Istnieje nakrycie Ga-
lois F : B — E/G, gdzie B jest skonczenie wymiarowq trojkgtna K-algebrg
nad K oraz G = (pvyg), gdzie ¢ jest dodatnim automorfizmem E, wtedy 1
tylko wtedy, gdy istniejq ideat I oraz idempotent e € A takie, Ze

(1) 1a(1) = Te,
(2) kolczan Qar nie ma zorientowanych cykli.

Wiadomo, ze jesli powyzsze warunki sg spetnione, to H?(eAe/ele, eAe) =
0, wiec kazdy epimorfizm eAe — eAe/ele jest rozszczepialny.

Whniosek. Niech A bedzie spojng bazowq samoinjektywng algebrg artinow-
skq. Istnieje nakrycie Galois F : B — B/G = A, gdzie B jest spdjng tréjkqt-
ng bazowq algebrq artinowskq oraz G = (pvp), gdzie ¢ jest scisle dodatnim
automorfizmem algebry B, wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejq ideat I oraz idem-
potent e € A takie, Ze

(1) La(l) = Ie,

(2) e;A # va(e;)A dla dowolnego prymitywnego skltadnika e; idempotentu
67

(3) Qayr nie ma zorientowanych cykli oraz ma mniej wierzchotkow niz Q4.

Niech A bedzie spdjng bazowa spdjng samoinjektywna algebra artinowska
nad przemiennym pierscieniem artinowskim K. Niech I bedzie idealem w A,
I # A, B = A/I, oraz niech e bedzie residualna jedynka algebry B = A/I.
Ideal I nazywamy deformujacym o ile w kotczanie () g nie ma zorientowanych
cykli oraz loae(I) = ele = reac(l). Wiadomo, ze jezeli [4(I) = Ie oraz w
kolczanie () nie ma zorientowanych cykli, to ideat I jest deformujacy.

Niech I bedzie ideatem deformujacym. Definiujemy algebre A[I] naste-
pujaco. Poniewaz elel = 0 = lele, wiec I mozna rozwazaé jako eAe/ele-
bimodut. Wtedy A[I] = (eAe/ele) @ I jako K-modul oraz

(b,z)(V,2") = (b, bx’ + xb’ + x2’)
dla bt/ € ede/ele, x, 2’ € I.

Stwierdzenie. Jesli A[l] jest spojng bazowq samoinjektywnag algebrq arti-
nowskq nad K, to I = {(0,z) | v € I} jest ideatem w A[l], e = e + ele
jest residualng jedynkq dla A[I]/1 ~ B, lap(I) = Ie, rapn(I) = el oraz
kanoniczny epimorfizm eA[lle — eA[lle/ele jest rozszczepialny.



Twierdzenie. Niech I bedzie deformujgcym ideatem samoinjektywnej alge-
bry artinowskiej A oraz e residualng jedynkq algebry A[I].

(1) Algebry A oraz A[l] sq cokolowo réwnowazne.
(2) Algebry A oraz A[l] sq stabilnie réwnowazne.

(3) Jezeli A jest algebrg symetryczng, to A[l] jest réwniez algebrg syme-
tryczng.

Niech B bedzie algebra odwrécong typu A. Jesli G jest dopuszczalnag
grupa automorfizmoéow kategorii B, to G jest nieskonczona grupa cykliczna
generowang przez pewien cisle dodatni automorfizm. Wtedy A = B /G jest
algebrg samoinjektywnag, ktérg nazywamy algebra samoinjektywna typu od-
wréconego A. Funktor Fy : mod B — mod A stowarzyszony z nakryciem
Galois F': B — B/G jest gesty. Stad T'y = I's/G.

Podkotczan ¥ C I'y nazywamy uogdlnionym standardowym, o ile mamy
rad”(X,Y) = 0 dla dowolnych X,Y € X. Zalézmy, ze kolczan A nie jest
kotczanem typu Dynkina. Jesli A = B /G, gdzie B jest algebra odwrécona
typu A, to kolczan I'%) posiada co najmniej jedna sktadowa ZA. Niech €
bedzie sktadows w I'4 taka, ze €° = ZA. Mamy wtedy pelne podkotczany
¢~ =NA oraz ¢+ = (-N)A.

Stwierdzenie. Niech A = B /G bedzie algebrg samoinjektywnag typu odwrd-
conego A, gdzie A jest typu Dynkina. Wtedy G = (pvg) dla pewnego do-
datniego automorfizmu ¢ kategorii B wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej
sktadowej € w 'y typu A kolczany €~ i € sq uogdlnione standardowe.

Wiadomo, ze kolczan Auslandera—Reiten dowolnej algebry artinowskiej
skoniczonego typu reprezentacyjnego jest uogoélniony standardowy.

Twierdzenie. Niech A bedzie spojng bazowq samoinjektywng algebrg arti-
nowskq nad przemiennym pierscieniem artinowskim K. Nastepujgce warunk:
sq rownowazne.

(1) Kolczan I' 4 posiada nieperiodyczny uogdlniony standardowy lewostabil-
ny peiny podkolczan z translacjg zamkniety na branie poprzednikow.

(2) Kolczan T' 4 posiada nieperiodyczny uogélniony standardowy prawosta-
bilny peiny podkolczan z translacjg zamkniety na branie nastepnikow.

(3) Algebra A jest cokotowo réwnowazna z algebrg B/(cpl/B), gdzie B jest

algebrq odwrdcong typu A, a ¢ jest dodatnim automorfizmem algebry
B.



Ponadto, jesli K jest ciatem algebraicznie domknietym, to w ostatnim wa-
runku mozemy zastqpi¢ cokolowq réwnowazno$é na izomorfizm.

Dowdéd. Zatézmy, ze kotczan I'4 posiada nieperiodyczny uogédlniony standar-
dowy prawostabilny pelny podkotczan z translacjg ¥ zamkniety na branie
nastepnikow. Wtedy I'4 zawiera pelny pokotczan postaci NA, przy czym A
musi by¢ skonczony, gdyz ¥ jest uogoélniony standardowy Niech M bedzie
suma prosta A-moduléw nierozktadalnych lezacych na A. Niech I = ra(M),
B = A/I oraz niech e bedzie residualng jedynka w A/I.

Wtedy M jest odwracajacym i koodwracajacym B-modutem, algebra
H = Endg(M) jest dziedziczna typu A, T = D(M) jest H-modutem od-
wracajacym oraz B = Endy(T) jest algebra odwr6cona typu A.

Mozna pokazaé, ze [4(I) = Ie. Poniewaz algebra B jest odwrdcona, wiec
jest trojkatna, a wiec [ jest ideatem deformujacym. Na ogét kanoniczny epi-
morfizm eAe — eAe/ele nie jest jednak rozszczepialny. Rozwazmy algebre
A[I] cokotowo réwnowazna z A. Dla algebry A[I] spelnione sa odpowiednie
warunki, zatem A[I] = B/(¢vy) dla pewnego dodatniego automorfizmu ¢
algebry B, co konczy dowdd. Jesli K jest ciatem algebraicznie domkniete,
to nie ma potrzeby rozwazania A[I], gdyz epimorfizm eAe — eAe/ele jest
rozszczepialny. O]

Twierdzenie. Niech A bedzie spojna bazowq algebrg artinowskq. Nastepujg-
ce warunki sqg rownowazne.

(1) T4 posiada co nagmniej 3 uogélnione standardowe skladowe.

(2) A~ B/(QOI/B), gdzie B jest algebrq odwrdécong typu nie Dynkina oraz
@ jest scisle dodatnim automorfizmem algebry B.

Algebre artinowska A nazywamy $cisle dzika, o ile istniejg moduly X, Y €
mod A takie, ze End4(X) i Enda(Y) sa pierécieniami z dzieleniem, mamy
réwnos$ci Homy(X,Y) = 0 = Homa (Y, X) oraz nier6wnosé

dimEndA(y) Ethl‘l (X7 Y) dimEndA(X) Ethle (X, Y) Z 9.

Algebre A nad ciatem K nazywamy dzika, jesli istnieje rozszerzenie K’ ciala
K oraz K'(z,y)-A-bimodut M, ktéry jest skonczenie generowany jako le-
wy K'(z,y)-modut oraz taki, ze funktor — ® M : Mod K'(z,y) — Mod A
zachowuje moduty nierozktadalne oraz klasy izomorfizmow.

Twierdzenie. Niech A bedzie spojng bazowq samoinjektywng algebrg arti-
nowskq (skoriczenie wymiarowq nad ciatem). Nastepujgce warunki sq réwno-
wazne.



(1) Algebra A nie jest Scisle dzika oraz T s posiada nieperiodyczng uogol-
niong standardowq sktadowq.

(2) Algebra A nie jest dzika oraz T's posiada nieperiodyczng uogélniong
standardowq sktadowgq.

(3) Kolczan ' 4 posiada nieperiodyczng wogdlniong standardowq skltadowq
oraz wszystkie skiadowe w I' 4 sq uwogdlnione standardowe.

(4) Kolczan T 4 posiada uogélniong standardowq sktadowq typu Euklidesa.

(5) A~ B/(ch), gdzie B jest algebrg odwrécong typu Euklidesa oraz o jest
scisle dodatnim automorfizmem algebry B.

Niech A bedzie warto$ciowanym kotczanem Dynkina. Niech h bedzie rze-
dem elementu Coxetera w grupie Weyla W (A). Wiadomo, ze h = 2N/|A|,
gdzie N jest liczba pierwiastkow dodatnich.

Mozna sformutowaé nastepujaca hipoteze. Niech A bedzie bazowa spdjnag
samoinjektywna algebrg artinowska skonczonego typu oraz niech A bedzie
kotczanem Dynkina stowarzyszonym z ['4 (wiadomo, ze Iy = ZA/G). Je-
zeli liczba klas izomorfizméw nierozktadalnych A-modutéw jest > ha|Ag|
(odpowiednio > ha|Ag|), to A jest cokolowo réwnowazna (odpowiednio izo-
morficzna) z algebrg B/ (prg), gdzie B jest algebra odwrécong typu A oraz
¢ jest dodatnim (odpowiednio §cisle dodatnim) automorfizmem B.

Twierdzenie. Niech A bedzie spojng bazowq samoinjektywng algebrg arti-
nowskq nad przemiennym pierScieniem artinowskim K, a A spojnym skon-
czonym kolczanem wartoSciowanym bez zorientowanych cykli. Nastepujgce
warunki sq rownowazne.

(1) Algebra A jest stabilnie réwnowazna z algebrg R/(¢VR), gdzie R jest
algebrg odwrdcong typu A, a v dodatnim automorfizmem algebry R.

(2) Algebra A jest cokolowo réwnowazna z algebrg B/((,OVB>, gdzie B jest
algebrg odwrocong typu A, a ¢ dodatnim automorfizmem algebry B.

Ponadto, jezeli K jest ciatem algebraicznie domknietym, to w warunku (2)
mozemy zastgpi¢ cokotowq rownowaznosé przez izomorfizm.

Twierdzenie. Niech A bedzie bazowq spojng symetryczng algebrq artinowskq
nad przemiennym pierScieniem artinowskim K, a A spojnym skoriczonym
kotczanem wartoSciowanym bez zorientowanych cykli. Nastepujgce warunki
sq rownowazne.



(1) Algebra A jest stabilnie réwnowazna z trywialnym rozszerzeniem T (H)
algebry dziedzicznej typu A.

(2) Algebra A jest stabilnie réwnowazna z trywialnym rozszerzeniem T (R)
algebry odwroconej typu A.

(3) Algebra A jest cokolowo réwnowazna z trywialnym rozszerzeniem T'(B)
algebry odwroconej typu A.

Ponadto, jezeli K jest cialem algebraicznie domknictym, to w (3) moZemy
zastgpic¢ cokolowq rownowazno$cé przez izomorfizm.

Twierdzenie. Niech A bedzie bazowq spojng samoinjektywng algebrg arti-
nowskq nad przemiennym pierScieniem artinowskim K, a A spojnym skon-
czonym kolczanem wartoSciowanym bez zorientowanych cykli. Nastepujgce
warunki sq rownowazne.

(1) Algebra A jest stabilnie réwnowazna z algebrg R/(wué), gdzie R jest
algebrg odwrdcong typu A, a1 Scisle dodatnim automorfizmem algebry
R.

(2) Algebra A jest izomorficzna z algebrg E/((pué), gdzie B jest algebrq
odwrocong typu A, a p Scisle dodatnim automorfizmem algebry B.

Whniosek. Jezeli A jest spojng bazowq samoinjektywng algebrq artinowskq
cokotowo rownowazing z algebrg R/(z/wR), gdzie R jest algebrq odwrécong
typu A oraz ¥ kest $cisle dodatnim automorfizmem algebry R, to A jest
1zomorficzna z algebrg B/(gpyg), gdzie B jest algebrg odwrocong typu A, zas
@ jest $cisle dodatnim automorfizmem algebry B.

Twierdzenie (Kerner—Skowronski-Yamagata). Niech A bedzie spéjng bazo-
wq samoinjektywng algebrg artinowskq. Nastepujgce warunki sq rownowazne.

1) Algebra A jest stabilnie réwnowazna z algebrg R/(ov; , gdzie R jest
Y J georq PYVRr):, 9 J
algebrq quasi-odwrdéconq typu kanonicznego, a ¢ scisle dodatnim auto-
morfizmem R.

(2) Algebra A jest izomorficzna z algebrg B/(@ué), gdzie B jest algebrq
quast-odwrécong typu kanonicznego, a ¢ Scisle dodatnim automorfi-
zmem B.

Whiosek. Klasa samoinjektywnych algebr artinowskich postaci B /(pvg),
gdzie B jest algebrq quasi-odwriocona, a ¢ $cisle dodatnim automorfizmem
kategorii B, jest zamknieta ze wzgledu na stabilne réownowaznosci.



Niech A bedzie dowolng spdjng bazowa skonczenie wymiarowa algebra
nad ciatem algebraicznie domknietym. Istnieje wowczas skonczenie wymia-
rowa algebra symetryczna A = T(B) taka, ze A jest ilorazem A oraz ['4
posiada nieskoriczong rodzine wiernych (uogélnionych) standardowych sta-
bilnych rur. Algebra B jest uogélniong algebra kanoniczng, ktéra moze by¢
dowolnego globalnego wymiaru.



