ALGEBRY HALLA I ALGEBRY LIEGO

NA PODSTAWIE REFERATU JUSTYNY KOSAKOWSKIEJ

Przez caly referat @ = (Qo, Q1) bedzie ustalonym kotczanem Dyn-
kina jednego z typoéw A, D lub E.

1. ALGEBRY HALLA

Dla ustalonego ciata skonczonego K definiujemy S (K Q) jako wolng
grupe abelows, ktorej baza (up) indeksowana jest klasami izomorfi-
zmow K Q-moduléw, z mnozeniem zdefiniowanym wzorem

UIN,|U[N,) = Z FNy vy i),
[M]

gdzie dla ustalonych modutéw M, Ny, ..., Ny, symbolem F3! . ozna-
czamy iloé¢ filtracji

M=MyDM D2 M =0

takich, ze M; 1/M; ~ N; dla wszystkich i = 1,...,t. W szczeg6lnosci
i, Jest iloscia podmodutéw U modutu M takich, ze U ~ Ny i
M/U ~ N;. Powyzsze mnozenie jest taczne,

-----

(M]

Elementem neutralnym tego mnozenie jest up. Mnozenie to zwykle
nie jest przemienne. Algebre (K ()) nazywamy algebra Halla. Al-
gebra (K Q) jest algebra z Z%-gradacja: dla d € Z9, J#(KQ)q
jest podgrupg w J#(K()) generowana przez elementy wupy takie, ze
dim M =d.

Algebre 77 (K Q) mozemy przedstawic¢ jako algebre generowana przez
elementy us,), v € o, oraz relacje

® US| US,|U[S,] — (¢ + 1)u[gv]u[5w]u[gu] + quis, us,us,) = 0 oraz
U8, WS USw] — (@ 1)Us, U[s,]U[Sw] T qU[SL)U[SL]Us,] = 0, gdy
istnieje strzatka v — w,

® U5, U[s,] — US| Us,] = 0, gdy wierzchotki v i w nie sg polgczone
strzatka. .
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2. WIELOMIANY HALLA I GENERYCZNA ALGEBRA HALLA

Niech ¢ : Z®° — Z bedzie forma Eulera. Istnieje bijekcja pomiedzy
zbiorem Z; = {v € N% | ¢(v) = 1} dodatnich pierwiastkow formy ¢ a
klasami izomorfizmu nierozktadalnych K@-modutéw. Niech M (v, K)
oznacza nierozktadalny K @Q-modut odpowiadajacy wektorowi v € Z, .
Wzér M(a, K) = @ve%; M (v, K)*™) rozszerza powyzsza bijekcje do
zbioru funkcji a : %j — N i zbioru klas izomorfizmu K Q-modutow.

Twierdzenie (Ringel). Dla danych funkcji a,b,c : Z] — N istnieje
wielomian @), . € Z[T) taki, ze dla kazdego ciala skoriczonego K

b M(b,K)
gpa,c(lKD = FM(a,K)7M(c,K)’

Powyzsze wielomiany, ktére sg wyznaczone jednoznacznie przez a, b
i ¢, s nazywane wielomianami Halla. Definiujemy generyczng algebre
Halla 7 (Q) jako wolny Z[T]-modut z baza (u,) indeksowana funkcjami
a:%; — Nz mnozeniem

b
Ugle = g D Ub-
b

Pierécien 7 (Q) jest taczng Z[T]-algebra z jedynka i Z?°-gradacja. Dla
kazdego ciata skonczonego K odwzorowanie u, — Uy (a,K)) ustala izo-

morfizm J2(Q) /(T — |K|) ~ 7 (KQ).
3. ALGEBRY LIEGO

Niech 44 (Q) bedzie C-przestrzenia liniowa z baza (u,) indeksowang
funkcjami a : R;r — N i mnozeniem zdefiniowanym wzorem

UqUe = Z sz,c(l)ub‘
b

Przez % (Q) bedziemy oznaczaé podprzestrzen liniowa algebry .74 (Q)
rozpieta przez moduty nierozktadalne.

Twierdzenie (Ringel).
(1) Algebra 764(Q) jest izomorficzna z algebrg % (n,(Q)).
(2) H1(Q) jest podalgebrg Liego algebry 6 (Q).
(3) Istnieje izomorfizm C-algebr Liego K1(Q) ~ n,(Q).

Whiosek. J7(Q) jest uniwersalng algebra obejmujacq algebry #1(Q).

Punkt (2) powyzszego twierdzenia jest konsekwencja nastepujacej
obserwacji poczynionej przez Ringela: jesli x,y € %, oraz a : #] — N
odpowiada modutowi rozktadalnemu, to ¢% (1) = ¢y (1)

Przypomnijmy, ze z kotczanem Dynkina () stowarzyszamy algebre
Liego g(@), ktora jest generowana przez elementy z,, 4y, hy, v € Qo,
oraz relacje

e [hy, hy| = 0 dla wszystkich v i w,
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o [zy, Y] = dyhy dla wszystkich v i w,
(23:1) gdy v = w,

o [h,, x| =< —x,, gdyviw sy polaczone strzatka,
L0 w przeciwnym wypadku,
(—2y, gdyv=uw,
o [hy,Yw] = yw,  gdy v iw sy polaczone strzatka,
0 w przeciwnym wypadku,

o [z, [Ty, xw]T =0, gdy v i w sa potaczone strzaltka, i [x,, z,] = 0
w przeciwnym wypadku,

o [Uy, [Yv, Y]] = 0, gdy v i w sa polaczone strzalka, i [y,, yw] = 0
w przeciwnym wypadku,

Mamy rozklad g(Q) =n_(Q) ® h & n,(Q), gdzie podalgebra n_(Q)
jest generowana przez elementy vy,, u € (o, h przez h,, u € @,
oraz ny(Q) przez x,, u € Q. Latwo zauwazy¢, ze mamy epimorfizm
U (n4(Q)) — J4(Q) indukowany przez przyporzadkowanie ., — ug,],
r € Qo. Z twierdzenia Poincare—Birkhoff-Witta oraz poréwnania wy-
miaréw sktadowych jednorodnych wynika, ze jest to izomorfizm. Izo-
morfizm ten obcina si¢ do izomorfizmu n, (Q)) oraz podalgebry Liego al-
gebry J#(Q) generowanej przez ugg,], v € Q. Poniewaz wymiar nad C
algebry n(Q) jest rowny ||, wicc podalgebra Liego algebry J4(Q)
generowana przez ug,], v € Qo, musi by¢ réwna J#1(Q), co konczy
dowdd twierdzenia.

4. ZWIAZEK Z GRUPAMI KWANTOWYMI

Definiujemy skrecong algebre Halla w nastepujacy sposob. Niech A =
Z|X, X 1]|. Przyporzadkowanie T = X? ustala zanurzenie Z[T] w A.
Niech J,(Q) = 7(Q)®ziA. W J.(Q) definiujemy mnozenie wzorem

dim a,dim b)

Ug * Up = X UgUp.

Mozna pokazaé, ze elementy ug,, v € (g, spelniaja relacje
® Ulg,]* U[S,] ¥ US,] — (X +X_1>>U[SU]U * UG, ] ¥ US,] T U[S,] * US,] *
us,] = 0, gdy wierzchotki v i w sg polaczone strzatka,
® ug,] * Us,] — Us,] * Us,] = 0, gdy wierzchotki v i w nie sg
potaczone strzalka.

Okazuje sie, ze otrzymana w ten sposob algebra jest izomorficzna z
grupa kwantowa %, (n;(Q))



