SKRZYDEA W KOLCZANACH AUSLANDERA-REITEN
ALGEBR SAMOINJEKTYWNYCH

NA PODSTAWIE REFERATU MARTY KWIECIEN

Przez caly referat K bedzie ustalonym cialem. Dla skonczenie wy-
miarowej tgcznej K-algebry z jedynka A, przez mod A oznacza¢ be-
dziemy kategorie skonczenie wymiarowych prawych A-modutéw, zas
D = Homg(—, K) bedzie oznaczaé standardowa dualno$é. Kotczan
Auslandera—Reiten algebry A oznaczymy symbolem "4, zas 74 = D Tr
i 7, = TrD beda translacjami Auslandera—Reiten. Dla modutu M
przez Pa(M) i I4(M) oznaczamy nakrycie projektywne i powtoke injek-
tywna modutu M, odpowiednio. Symbolem ¢(M) oznaczymy dlugosé
modutu M, za$ symbolem /(M) jego dlugosé Loewy’ego. Algebre A
nazywamy samoinjektywna, jesli moduty A i D(A) sa izomorficzne, tzn.
klasy modutéw projektywnych i injektywnych pokrywaja sie. Bedziemy
odtad zaktadac¢, ze rozwazane algebry sg samoinjektywne oraz nie sg
polproste. W powyzszej sytuacji dla dowolnego nierozktadalnego pro-
jektywnego A-modutu P istnieje kanoniczny ciag Auslandera—Reiten

0 —rad P — P &rad P/soc P — P/soc P — 0.

Pely podkotczan kotczanu I' 4 postaci
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gdzie n > 0, nazywamy skrzydtem dtugosci n + 1 indukowanym przez
nierozktadalny A-modut M, jesli M,,, = M oraz

0— M;j; — M;j1 ® My — Miv15401 —0
jest ciagiem Auslander—Reiten dla i,j € [0,n — 1], i < j, gdzie
Mi-l-l,l' = 0, 1€ [O,TL - 1]

Data: 24.03.2005.



2 NA PODSTAWIE REFERATU MARTY KWIECIEN

Przypomnijmy, ze A-modut M nazywamy uniseryjnym, jesli zbior pod-
modutéw modutu M jest liniowo uporzadkowany przez inkluzje¢. Poniz-
sze twierdzenie daje czesciowa odpowiedz na pytanie, kiedy modut jest
radykatem nierozktadalnego projektywnego A-modutu.

Twierdzenie. Niech A bedzie algebrq samoinjektywnqg i zalézmy, zZe
nierozktadalny A-modut M wyznacza skrzydto dlugoscin+1 dlan > 1.
Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) M jest radykatem nierozkiadalnego modutu projektywnego.
(2) Moduty M, ..., M,, sqproste oraz Pa(My1), ..., Pa(M,,)
sq dlugosci Loewy’ego n + 2.

(3) Moduly My, ..., My, sqg modulami prostymi oraz Io(M; 1),
ooy 1a(M, ;) sq dlugosci Loewy’ego n + 2.
(4) Modut M, jest uniseryjny oraz Pa(Miq), ..., Pa(Myn) s¢

modutami uniseryjnymi diugo$ci n + 2.
(5) Modut My ,, jest uniseryjny oraz La(Mi 1), ..., Ta(My.,) sg mo-
dutami uniseryjnymi diugosci n + 2.
Ponadto, jesli spetnione sq powyzisze warunki, to skrzydto indukowane
przez modut M, ,, zawiera same moduly uniseryjne.

Niech mod A oznacza kategorie stabilng. Translacje Auslander—Rei-
ten indukuja dwa wzajemnie odwrotne funktory 74,7, : mod A —
mod A. Mamy tez dwa wzajemnie odwrotne funktory syzygi (Hellera)
Q4,92, : mod A — mod A, ktére dowolnemu obiektowi M € mod A
przyporzadkowujg odpowiednio jadro nakrycia projektywnego oraz ko-
jadro powtoki injektywnej.

Mamy réwniez dwa wzajemnie odwrotne funktory Nakayamy v, v} :
mod A — mod A zdefiniowane jako vy, = D Homa(—, A) oraz v, =
Hom gop (—, A)D. Wiadomo, ze dla dowolnego prostego A-modutu T
moduty v4(T), v, (T') sa proste oraz va(Pa(T")) >~ I4(T) ~ Pa(va(T)) i
Va(Ia(T)) > Pa(T) ~ 1a(v(T')). W szczegdlnosci soc Py (T) ~ v, (T).
Wiadomo, ze funktory

74, Qv va0% : mod A — mod A

sg izomorficzne. Podobnie, funktory

70, Qv v Q2% tmod A — mod A

sg izomorficzne.

Dla algebry A przez 1'%y oznaczamy stabilny kotczan Auslandera-
Reiten otrzymany z I"4 przez usuniecie projektywnych wierzchotkow i
dotaczonych do nich strzatek. Funktory syzygi indukujg dwa wzajemnie
odwrotne automorfizmy stabilnego kotczanu.

Nastepujacy fakt bedzie wielokrotnie wykorzystywany w naszych
rozwazaniach. Niech
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bedzie ciagiem doktadnym. Wtedy «; jest monomorfizmem wtedy i
tylko wtedy, gdy as jest monomorfizmem. Ponadto, gdy te homomor-
fizmy sa monomorfizmami, to Coker oy ~ Coker ay. Analogicznie, oy
jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy as jest epimorfizmem oraz,
gdy ten warunek jest spetiony, to Ker a; >~ Ker as.

Zaprezentujemy teraz dowdd twierdzenia. Niech A1 M bedg takie jak
w twierdzeniu. Zauwazmy, ze rownowaznosci (2) < (3) oraz (4) < (5)
wynikaja z faktu, ze funktory Nakayamy sa wzajemnie odwrotnymi
réwnowazno$ciami takimi, ze v4(Pa(T)) =~ I1a(T) oraz v, (14(T)) ~
PA(T) dla dowolnego prostego A-modutu 7.

Udowodnimy teraz, ze warunek (1) implikuje warunki (3) i (5). Za-
tézmy, ze M = rad P4(S). Wtedy mamy ciag Auslandera—Reiten

0— M — H® Py(S) — Pa(5)/v4(S) — 0

gdzie H = rad P4(S5)/v,(S). Moduly M, ; nie sg ani projektywne ani
injektywne, gdyz A jest algebra samoinjektywna. Stad mozna pokazac,
ze odwzorowania «;; : M;; — M1, 4,5 € [0,n — 1], i < j, sa
monomorfizmami, zas odwzorowania ; ; : M, ; — M1 5, 1,5 € [0,n],
1 < j, sa epimorfizmami.

Niech X;; = Q M;; dla i,5 € [0,n], ¢ < j. Wtedy X,,,, = S.
Ponadto dla kazdego i,j € [0,n — 1], i < j, mamy ciag Auslandera—
Reiten

0= Xij = Xiy1; © Xjje1 = Xigrjn — 0.
Istotnie, w przeciwnym wypadku istnialtby prosty A-modut T taki,
ze Xip1 41 =~ Pa(T)/v,(T), a wiec My 41 =~ v, (T) bytby modu-
tem prostym. Mamy jednak wlasciwy monomorfizm oty ;- -+ Q141 :
Mi+1,i+1 — M’i+1,j+17 CcO jest niemozliwe.

Udowodnimy teraz, ze istniejg proste A-moduty T3, ..., T, takie,
ze P, = Py(T;) mamy X, 1,1 = rad P, oraz X;; = P,/soc P,. Istot-
nie, zdefiniujmy nieprzywiedlne morfizmy ~;; : X;; — X1, 4,7 €
0,n — 1), ¢ < j, oraz &;; : X;; — Xiy14, 4,7 € [0,n], i < j. Wtedy
wszystkie odwzorowania v;;, (4,j) # (0,0), sa epimorfizmami, za$
wszystkie odwzorowania 6, ;, (4,j) # (n — 1,n), sa monomorfizmami.
W szczegdlnosci ciagi

0— X’i,i - Xi,i+1 - Xi+1,i+1 — 0

nie moga by¢ doktadne, co dowodzi istnienia stosownych modutéw.
Zauwazmy, ze mamy rownosci

E(Xi—l,i—l) = E(XZ,J = K(PZ) - 1a S [1,’”],
UX ;) 0 Xit1j41) =0 Xipa ;) +U(Xij11), 4,5 € [0,n—1], 4 < 7,

oraz

U Xon) =1,
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skad 0(X; ;) = n+1+j—ioraz {(P;) = n+2. Ponadto M, ; ~ Q(X, ;) ~
v, (T;) jest modutem prostym.



