ALGEBRY HALLA DLA POSETOW SKONCZONEGO
TYPU PRINJEKTYWNEGO

NA PODSTAWIE REFERATU JUSTYNY KOSAKOWSKIEJ

1. MODULY PRINJEKTYWNE I POSETY SKONCZONEGO TYPU
PRINJEKTYWNEGO

Niech I bedzie skonczonym posetem. Przez max I oznaczac bedziemy
zbiér elementéw maksymalnych posetu 7, zas I~ = [ \ max I. Dla ciata
K przez K1 oznaczaé¢ bedziemy algebre incydencyjng posetu I. Modut
M nazywamy prinjektywnym, jesli istnieje ciag doktadny

0—-F—>P—-M-—0

taki, ze Py i P, sa projektywnymi K I-modutami oraz modut F, jest
polprosty. Pelng podkategorie kategorii modutéw ztozong z modutow
prinjektywnych bedziemy oznaczaé¢ przez prin K 1. Wiadomo, ze pod-
kategoria prin K1 jest dziedziczna oraz jest zamknicta ze wzgledu na
rozszerzenia.

Z posetem I stowarzyszamy forme Titsa q; : Z! — 7 dana wzorem

qr(x) = Za:?—l— Z T;Tj — Z LTy

iel i<jel— i<pEmax I

Z modutem prinjektywnym M mozemy zwigza¢ wektor wspotrzednych
cdn M dany wzorem

dimy M; 1 € max [,
dimg (top M); i€ 1.

(cdn M); = {

Mowimy, ze poset [ jest skoniczonego typu prinjektywnego, jesli istnieje
tylko skonczenie wiele klas izomorfizmu nierozktadalnych prinjektyw-
nych K I-modultow.

Twierdzenie. Niech K bedzie ciatem oraz niech I bedzie skonczonym
1 spojnym posetem. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) Poset I jest skoriczonego typu prinjektywnego.
(2) Forma qp jest stabo dodatnia.
(3) Kolczan Auslandera—Reiten kategorii prin K1 jest kolczanem
preprojektywnym.
(4) Odwzorowanie X +— cdn X indukuje bijekcje pomiedzy klasa-
mi izomorfizmu nierozktadalnych modutow prinjektywnych oraz
dodatnimi pierwiastkami formy q;.
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Posety skonczonego typu prinjektywnego mozna réwniez scharakte-
ryzowac¢ poprzez opis zabronionych podposetéw pikowych. Konsekwen-
cja powyzszego twierdzenia jest miedzy innymi mozliwos$¢ takiego upo-
rzadkowania reprezentantow klas izomorfizmu modutéw nierozktadal-
nych X, ..., Xj, ze Ext(X;, X;) = 0 dla ¢ < j oraz Hom(X;, X;) =0
dlaz > j.

Zauwazmy takze, ze w powyzszej sytuacji kotczan Auslandera—Reiten
kategorii modutéow prinjektywnych nie zalezy od ciala K. Dla wierz-
chotka x tego kolczanu przez M (x) = M(x, K) oznaczaé¢ bedziemy od-
powiedni modut. Niech # bedzie zbiorem wszystkich funkcji ze zbioru
wierzchotkéw kotczanu Auslandera—Reiten do zbioru liczb naturalnych.
Dla a € # piszemy M(a) = M(a, K) = @, M(x)*.

Dla ¢ € I niech S; oraz P; oznaczaja odpowiednio prosty i projek-
tywny K I-modut odpowiadajacy wierzchotkowi 7. Ponadto, dla i € I~
niech @Q; bedzie obcieciem modutu P; do I~, tzn. Q); = P;/soc P;. Za-
uwazmy, ze moduty @;, i € I~ oraz S;, + € max/, sa modutami
prinjektywnymi.

2. ALGEBRY HALLA

Niech K bedzie ciatem skonczonym oraz niech I bedzie skoniczonym
i spojnym posetem skonczonego typu prinjektywnego. Dla prinjektyw-
nych K I-modutéw X, Y, Z definiujemy

Fyy={UCY|U=~X,Y/U~Z}.
Ogolniej, dla Y, X3, ..., X, € prin K[ piszemy
FY, x,=H{Y=Y%22Y=0]Y,/Y;~X;, i=1. 1t}
Niech 7, (K1) bedzie przestrzenia liniowg nad C z baza uys indekso-

wana klasami izomorfizmu prinjektywnych K I-modutéw. W 7, (K1)
definiujemy mnozenie wzorem

_ § M
UN1UN2 = FNl,NguM'
[M)]

Mnozenie to zadaje w ., (K 1) strukture tacznej C-algebry z jedynka
Ug.
Niech u, = ug, dla p € max I, u; = ug, dlai € I~ oraz q = |K]|.

Lemat. W algebrze 56,i,(K1) spelnione sq relacje:
(1) wu; = quju;, i <jel,
(2) wu; = uju;, i,j € 1,1 A j orazj A1,
(3) waul — (¢ + Dupuiuy + quiu; =0, 7 < p € max 1,
(4) vwu, — (¢ + Dujupu; + qupu? =0, i < p € max ],
(5) [uj, [wi,up)]] =0,4<j<p€maxl.

Relacje opisane w powyzszym lemacie bedziemy oznaczaé Z5.
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Dowdd. Relacje te sa konsekwencja elementarnych rozwazan wykorzy-
stujacych nastepujace rownosci zachodzace dla 4,5 € [~ oraz p,q €
max [:

Hom(Q;, Q;) = K, j =1, Ext(Q;, Q;) = 0,
Hom(Q;, Q;) =0, j A1, Ext(S,, S,) = 0,
Hom(S,, S,) = K, Ext(S,, Q:) =0,
Hom(S,,S,) =0, p # ¢, Ext(Q;, Sp) = K, i < p,
Hom(S,,Q;) =0, Ext(Q;,Sp) =0, ¢ A p,
Hom(Q®;, S,) =0,

oraz fakt, ze kategoria moduléw prinjektywnych jest skierowana. [
Podobnymi metodami dowodzimy nastepujacy fakt.

Stwierdzenie. Niech X, ..., X,, bedqg nierozkiadalnymi prinjektyw-
nymi K I-modutamsi takimi, Ze

Ext(X;, X;)=0,i<j,  Hom(X;,X;)=0,i>j.

Jeslia € N™, to

m
ug, o = [ va(@ugy, e
=1

oraz
g g = U, X

gdzie ¥ (T) = % € Z[T). O

Zauwazmy, ze (1) = el.
Lemat. Przypusémy, ze I' ={1,...,n} orazmaxI ={n+1,...,n+
k}, przy czym i = j implikuge, ze i < j. Wtedy
dn+1

dn+k I
uQ‘fl Ugints, USpr = z : UM
cdn M=d

Dowdd. Niech Q = P in oraz S = @ S%. 7 poprzedniego stwierdze-
nia wynika, ze
dn dy,
Ugh -~-qunuSnfl . '“ST:Z = uQus.
Teza wynika w tatwy sposéb z tej obserwacji. U

Lemat. Algebra 7,:,(K1) jest generowana przez elementy u;, i € I.

Dowad. Przez indukcje ze wzgledu na cdn M udowodnimy, ze uys na-
lezy do podalgebry &/ generowanej przez elementy u;, ¢ € I. Gdy
cdn M = 0, to teza jest oczywista, zatozmy zatem, ze d = cdn M # 0.
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Jesli modut M jest rozkltadalny, to teza wynika z powyzszego stwier-
dzenia oraz zalozenia indukcyjnego. Gdy N jest modutem nierozkta-
dalnym, to z poprzedniego lematu wiemy, ze

Up =V — Z un,
cdn N=d, N¥M
dla pewnego v € &7. Poniewaz modul N jest rozktadalny, jesli cdn N =
d oraz N 2 M, wiec teza wynika z udowodnionej juz czesci tezy in-
dukcyjne;j. O

3. SPECJALIZACJA ALGEBRY HALLA DO 1

Twierdzenie. Niech I bedzie posetem skonczonego typu prinjektywne-
go, a,b,c € A. Istniejg wielomiany golc’,a € Z[T) takie, zZe dla dowolnego
ciata skonczonego K zachodzi

b _ pM@®K)
gpc,a(|K|) - FM(c,K),M(a,K)

Wykorzystujac powyzsze twierdzenie mozemy zdefiniowaé¢ C(t)-al-
gebre (1) z bazg liniowg u,, a € %, i mnozeniem

(&
UgUp = E Paple
C

Analogicznie definiujemy algebre 54 = (1)1 nad C wykorzystujac
wartosci wielomianow ¢f , w 1.

Whiosek. Algebra 7,in(1) (odpowiednio, Hpin(1)1) jest generowana
przez elementy u;, i € I, oraz generatory te spetniajg relacjie Bt (%#4).

Dowdd. Poniewaz 1,(1) = e! # 0, wiec mozemy powtérzy¢ argumenty
z poprzedniego paragrafu. U

Niech J# = J#,in(1)1 bedzie C-podprzestrzenia liniows algebry s
generowana przez elementy odpowiadajace pierwiastkom formy g¢;.

Stwierdzenie.

(1) £ jest podalgebrg Liego algebry 6 ze standardowym nawiasem
Liego.

(2) JA jest uniwersalng algebrg obejmugjgcg algebry .

(3) £ jest generowana jako algebra Liego przez elementy u;, i € I,
oraz spetnione sq relacje %;.

Dowdd. Punkt (a) jest konsekwencja nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie. Niech x 1 y bedqg pierwiastkami formy qr oraz niech
a € By bedzie modutem rozktadalnym. Wtedy o3 (1) = @5 .(1).

Dla dowodu punktu (b) zauwazmy, ze mozemy uporzadkowaé x,
..., T, pierwiastki formy ¢; w ten sposéb ze dla kazdego ciata K
Ext!(M(z;), M(z;)) = 0, i < j, oraz Hom(M (z;), M (z;)) = 0, i > j.
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Wtedy u, = []; h Powyzszy wzor wraz z twierdzeniem o bazie
Poincare-Birkhoff-Witta implikuje teze.
Punkt (c¢) wynika z faktu, ze 74 jest uniwersalng algebra obejmujaca

oraz, ze jest generowana przez elementy wu;, 1 € I. O

Na zakonczenie referatu udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. % ~ CLie(u; | i € I)/%} oraz 4 ~ Clu; | i €

Zauwazmy, ze mamy oczywisty epimorfizm & = CLie(u; | i €
I)/Z} — 1. Aby pokazaé, ze jest to izomorfizm wystarczy udowod-
ni¢, ze dime £ < dimg J#7, ktory jest rowny ilosci pierwiastkow formy
qr-

Rozwazmy dwuliniowg forme symetryczna (z,y) = qr(z+y)—qr(z) —
qr(y). Wtedy

(ei,x>:2xi+2x]~+ Z xj — Z Ty, i €1,

7=t 1<jel— i<pEmax I
oraz
(€p,x) = 2x) — E xj, p € max/.
J=p
Lemat.

(1) Jesli x jest pierwiastkiem formy qr, to x — (e;, x)e; jest réwniez
pierwiastkiem formy qr.

(2) Jesli x jest dodatnim pierwiastkiem qr, i € I oraz © # e;, to
l{ei,x)| <1 iq(z—e;)>0.

(3) Jesli x jest pierwiastkiem formy qr, to {(e;,x) = 2 wtedy i tylko
wtedy, gdy v = e;.

(4) Jesli z jest pierwiastkiem formy qp, to istnieje cigg vV, ...,
2™ pierwiastkéw formy q; taki, ze V) =z, 2@ = 201 — ¢, |
i=2,...,m dla pewnego j; € I, oraz x(™ = e; dla pewnego j.

Niech v = [us, ..., u;,] = [wi, [ .-, w;,]...]. Wiadomo, ze elementy
tej postaci tworza zbior generatoréw algebry Z. Element u nazywamy
nierozktadalnym, jesli (e; ,ex+1 + - +e€,) = -1, k=1,...,n— L
Teza twierdzenia wynika z nastepujacych faktow, ktére dowodzi sie
kombinatorycznie:

(1) Niech u bedzie elementem nierozkladalnym oraz i € I. Jedli
(€i,e4) # —1, to [u;,u] =0, gdzie e, = €;, +---+¢;,.

(2) Niech 0 # u bedzie elementem nierozktadalnym. Jesli dla pew-
nej permutacji o € S, element u, = [u;,, ..., u;, | jest réwniez
nierozktadalny i rézny od 0, to u = u,.



