Q-PERIODYCZNOSC Z PUNKTU WIDZENIA TEORII
MODELI

NA PODSTAWIE REFERATU STANISELAWA KASJANA

Przez caly referat bedziemy zaktadacé, ze L C K jest rozszerzeniem
cial algebraicznie domknietych, zas A jest d-wymiarowa K-algebra zde-
finiowang nad ciatem L, tzn. istnieje baza K-liniowa a; = 1, aq, ..., ag
algebry A taka, ze stale strukturalne v, ; 1, 7,7,k = 1,...,n, wzgledem
tej bazy nalezag do L.

Dla s > 1 definiujemy mody (s) jako zbiér wszystkich ciagow M =
(M, ..., My) € Myys(K)* takich, ze M;M; = >, 7ijxMj oraz M; =
Idg. Przez ind,(s) oznaczaé¢ bedziemy podzbiér w mod,(s) ztozony z
modutéw nierozktadalnych.

Dla modutéw M i N niech Z(M, N) bedzie zbiorem tych morfizméw
M — N, ktore faktoryzuja si¢ przez moduty projektywne. Definiujemy
kategorie mod A, ktérej obiektami sa A-moduly, oraz Hom(M, N) :=
Homy (M, N)/ (M, N) dla modutéw M i N.

Niech ¢ : M — N oraz niech € : P — N bedzie nakryciem pro-
jektywnym. Wtedy ¢ € Z(M,N) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
morfizm ¢ : M — P taki, ze ¢ = ¢¢. Przypomnijmy tez, ze dla kaz-
dego modutu M mamy standardowe nakrycie nakrycie projektywne
A®g N — N, A®@n — n.

Ustalmy dla kazdego modutu N nakrycie projektywne 5, @ Py —
M. Definiujemy QM := Ker e,,. Przyporzadkowanie to indukuje funk-
tor € : mod A — mod A. Jesli €y, jest nakryciem standardowym, to
dimg QM = (d — 1)s, gdzie s := dimg M. Ponadto mozna wybraé
baze by, k=2,...,d,l=1,...,s, modutu QM tak, ze

ajbry = =My b1 — Myybjo — -+ — ML
+ Vjk2b21 + Vik3030 + 0+ Vjk,abay-
Nastepujace twierdzenie jest gtéwnym wynikiem referatu.

Twierdzenie. Niech A bedzie K-algebrg zdefiniowang nad ciatem L
oraz niech s > 1. Jesli dla kazdego nierozkladalnego s-wymiarowego
modutu M istnieje liczba catkowita n > 0 taka, ze "M ~ M w mod A,
oraz dimindy(s) < trdeg; K, to istnieje ng > 0 taka, ze Q"M ~ M
dla kazdego nierozkiadalnego s-wymiarowego modutu M.

Przypomnijmy, ze przez L-formule rozumiemy formule otrzymang z
formut atomowych postaci F(xq,...,zp) = 0dla F € L[X,..., Xp],
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przez zastosowanie spojnikéw alternatywy, koniunkcji i negacji, oraz
kwantyfikatorow.

Twierdzenie (Tarski). Niech ¢ bedzie L-formulq ze zmiennymi xq,

., xp. Wtedy istnieje bezkwantyfikatorowa L-formuta ) ze zmiennymsi
X1, ..., xp taka, ze dla kazdego algebraicznie domknietego rozszerzenia
K ciala L i dowolnych elementow ay,...,ap € K,

K Elay,...,ap) <= K E=v(a,...,ap).

Przypomnijmy, ze modut M wymiaru s jest nierozktadalny wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy endomorfizm modutu M jest albo izomor-
fizmem lub jest nilpotentny stopnia s. Ta charakteryzacja modutow
nierozktadalnych pozwala napisa¢ L-formute wyrazajaca wlasnosé by-
cia modutem nierozktadalnym.

Niech g : AQg M — M oraz 1 : AQg QM — QM beda standardo-
wymi nakryciami projektywnymi. Wtedy M ~ QM w mod A wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieja homomorfizmy ¢ : M — QM ¢ : QM — M,
w:M— ARk M oraz v : QM — A @k QM takie, ze o — Idy = eop
i oY — Idgy = e1v. Powyzsza charakteryzacja pozwala nam zapisac
zdanie M ~ QM przy pomocy L-formuly. Analogicznie tworzymy L-
formute odpowiadajaca warunekowi M ~ Q"M dla n > 1.

Whniosek. Punkty M rozmaitosci mody(s) takie, ze Q"M ~ M w
mod A, tworzq zbior konstruktywny.

Glowny wynik referatu wynika z nastepujacego twierdzenia, ktore-
go dowodowi poswigcona jest pozostala czes¢ referatu. Dla L-formuty
¢ z D-zmiennymi oraz rozszerzenia K ciala L przez gp[K | oznaczaé
bedziemy zbiér tych ciggéw a € KP dla ktérych K = ¢(a).

Twierdzenie. Niech ¢ oraz v, n > 1, bedqg L-formutami z D zmien-
nymi takimi, ze dim p[K] < trdeg; K oraz (K] C U, ¥n[K]. Wtedy
istnieje ng > 0 taka, ze o[K] C U120, ¥, [K].

Warto podkredli¢ fakt, ze twierdzenie to staje sie interesujace w sy-
tuacji, gdy K jest cialem przeliczalnym. W sytuacji ciat nieprzeliczal-
nych mozna bowiem korzystac z faktu udowodnionego przez Gabriela w
LNM 488. Zauwazmy takze, ze warunek dim ¢[K| < trdeg K nie moze
by¢ ostabiony. Jedli L = Q, K = Q(z), to trdeg; K = 1 < 2 = dim K?
oraz K2 = Upezix vy, rro Ve (F), ale K nie jest suma skoficzonej ilosci
zbioréw powyzszej postaci.

Niech I bedzie zbiorem. Rodzine % C 2! nazywamy ultrafiltrem,
jesli

(1) o &7,

(2) jesi A,Be F,to ANB e ZF,

(3)jesi Ac FiBCI, toAUB€eZ
(4) jeSi A¢g F,to I\ Ae F
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Ultrafiltr .# definiuje relacje réwnowaznosci ~ w K7,

(a)~ () &= W eFVicUad ="
Niech K'/% := K/ ~. Elementy tego zbioru oznaczamy (a')”. W
zbiorze K' /.7 definiujemy dzialania dodawania i mnozenia po wspot-
rzednych. Okazuje si¢, ze K1/.Z jest cialem algebraicznie domknietym
(dla dowodu mozna wykorzystaé twierdzenia FLosia). Ponadto mamy
naturalne zanurzenie ciata L w cialo K'/.Z.

Udowodnimy teraz powyzsze twierdzenie. Mozemy zalozy¢, ze ¢ i
Un, n > 1, sa formutami bezkwantyfikatorowymi. Niech C' := ¢[K].
Bez straty og6lnosci mozemy zalozyé, ze ideat I(C') funkcji regularnych
znikajacych na C' jest pierwszy oraz jest generowany przez wielomiany
Fi,...,F. € L[Xy,..., Xp]. Wtedy takze ideal pierscienia L[X] gene-
rowany przez wielomiany Fi, ..., F, jest pierwszy oraz wymiary Krulla
pierécienia L[ X|/(F1, ..., F,) jest réwny dim C'.

Zalézmy, ze dla kazdej liczby catkowitej m > 0, C' ¢ ", ¢, [K].
Wtedy mozemy wybraé ciag o™ = (af’,...,a}) € C\ U, ¥n[K], tzn.
K | o(a™) oraz K [~ ¥,(a™), m > n.

Niech .# bedzie ultrafiltrem nad N nie zawierajacym zbioréw skon-
czonych, K := KN/.Z oraz a := (ay,...,ap) € KP, gdzie a; := (a™)”.
7 twierdzenia Losia wynika, ze

K = p(a) oraz K [ ,(a), n > 1.
W szezegblnosei Fi(a) = 0, ¢ = 1,...,n, wicc istnieje surjektywny
homomorfizm pierscieni L[ X]/(Fy,..., F,) — L[ay,...,ap] C K. Stad

trdeg; K > trdeg, (L[X]/(F1,. .., Fy))o > trdeg, L(ay, ..., ap),

a wiec istnieje L-zanurzenie u : L(ay,...,ap) — K. Niech b; := u(a;),
i=1,...,d. Wtedy b € C'\ U,~, ¥n[K], co jest niemozliwe.

Zauwazmy jeszcze, ze podobnymi metodami mozna udowodnié, ze
jesli X jest nieprzywiedlng rozmaitoscig afiniczng nad ciatem K oraz
Z jest ultrafiltrem nad X zawierajacym wszystkie niepuste podzbiory
otwarte, to trdeg K~ /% = dim X.



