O ROZMAITOSCIACH TORYCZNYCH

NA PODSTAWIE REFERATU NGUYEN QUANG LOCA

Przez caly referat K oznacza¢ bedzie ustalone cialo algebraicznie
domknigte.

1. Przez caty referat N oznaczaé¢ bedzie ustalong krate izomorficzng
z kratg Z", za§ M := Homy(N,Z). Ponadto Ng := N ®; R ~ R" i
Mg := Homg (NVg, R) ~ (R")*.

Wymiernymi stozkami wieloSciennymi w przestrzeni Ny nazywamy
zbiory postaci

cone(vy, ..., v;) =Rty + - + Rty

dla wektoréow vq,...,v; € N. Stozkiem dualnym do stozka ¢ C Ng
nazywamy podzbior 0¥ C Mg dany wzorem

0" :={u € Mg | u(v) > 0 dla wszystkich v € o}.

Twierdzenie Farkasa orzeka, ze jesli o jest wymiernym stozkiem wielo-
$ciennym w przestrzeni Ng, to ¢¥ jest wymiernym stozkiem wielo$cien-
nym w przestrzeni Mrg.

Scianami wymiernego stozka wielogciennego o C Ng nazywamy zbio-
ry postaci o Nut dla wektoréw u € oV, gdzie

ut = {v € Ng | u(v) =0}

dla wektora u € Mpg. Latwo pokazaé, ze Sciany wymiernego stozka wie-
lodciennego sa wymiernymi stozkami wielo$ciennymi oraz ze przekrdj
dwdbch Scian jest $ciang.

Wymierny stozek wieloscienny o C Ng nazywamy $cisle wypuklym,
jesli oN(—o) = {0}. Warunek ten jest rownowazny warunkowi, ze zbiér
{0} jest Sciana stozka o, oraz warunkowi, ze dim ¥ = n. Bedziemy od-
tad zaktadac, ze stozki rozwazane w przestrzeni Ng sg $cisle wypuktymi
wymiernymi stozkami wieloSciennymi i nazywali je po prostu stozkami.

Jesli o C Ng jest stozkiem, to poélgrupe S, := oY N M nazywamy
potgrupa stozka o. Poélgrupa S, jest skonczenie generowana. Istotnie,
zaltézmy, ze stozek oV jest generowany przez wektory wq,...,u; € M.

Niech
¢
i=1
Poniewaz zbior K jest zwarty, wiec zbior K N M jest skonczony. Wtedy
potgrupa S, jest generowana przez zbior K N M.

Data: 27.10.2005, 10.11.2005 i 24.11.2005.
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W powyzszej sytuacji wiadomo tez, ze potgrupa S, generuje grupe
M oraz jest nasycona. Podpotgrupe S wolnej grupy abelowej G nazy-
wamy nasycona, jesli z warunku ku € S, dla wektora u € (S) oraz
liczby catkowitej k& > 0 wynika, ze u € S,. Pokazuje sie tez, ze jesli
podpétgrupa S C M jest skonczenie generowana, nasycona i generuje
grupe M, to istnieje doktadnie jeden stozek o C Ny taki, ze S = .5,.

W dalszych rozwazaniach bedziemy odwotywac sie do nastepujacych
przykladéw. Dla o = cone(e, es) C R?, 0¥ = cone(e}, €}) oraz S, =
(e,e3). Dla 0 = cone(ey) C R? 0¥ = cone(e}, —el,e3) oraz S, =
(e7,—ef,eb). Dla o = cone(eq,2e; — ey), 0¥ = cone(e}, ef + 2¢3) oraz
Sy = (€}, e} + €5, e + 2¢3). Dla 0 = cone(ey, ea, €1 + €3, €2 + €3) C Ry,
o" = cone(e], el, i, el + ey —e}) oraz S, = (e}, €5, €5, €5 + 5 — e3).

Na zakonczenie tego paragrafu dodamy jeszcze, ze jesli 7 jest $ciang
stozka 0 C Ng, to istnieje wektor u € S, taki, ze 7 = o N ut oraz

S’T - SO’ + Z+(—U)

2. Jedli S jest pélgrupa, to przez K[S] oznaczamy K-algebre potgru-
powa pétgrupy S. Na przykitad, K[N"| = K[Xq, ..., X,] oraz K[Z"] =
KX, X' o, X, X1 Jedli 0 C N jest stozkiem, to K[S,] = K[V]
jest skonczenie generowang K-algebra bez dzielnikéw zera réznych zera.
Skonczona generowalno$¢ jest oczywista, zas brak dzielnikow zera roz-
nych od zera wynika z faktu, ze zanurzenie potgrup S, C M indukuje
zanurzenie pierscieni K[S,] C K[M]. W szczegdlnosci K[S,] jest pier-
Scieniem wspotrzednych pewnej nieprzywiedlnej rozmaitosci afinicznej,
ktorg bedziemy oznaczaé¢ U, i nazywamy rozmaitoscig toryczng stowa-
rzyszong ze stozkiem o. Utozsamienie U, = Homy_aigebras(K[Ss], K)
implikuje czesto wykorzystywana réwnosé¢ U, = Homgemigroups(Se, /),
gdzie ciato K traktujemy jako poétgrupe ze wzgledu na mnozenie.
Jedli 0 = cone(ey,...,e,) C R to U, = K™ Ogdlniej, gdy o =
cone(ey,...,eq) C R, to U, = K¢ x (K*)"~% W szczegdlnosci, dla
o = 0 otrzymujemy U, = (K*)". Rozmaitos¢ te, ktéra jest jednoczesnie
grupg algebraiczng, nazywamy n-wymiarowym torusem i oznaczamy
Ty.
Gdy o = cone(ey, 2e1—e3), to K[S,| ~ K|[Z, Zy, Z3|/(Z1Z5—Z3), 7a$
dla o = cone(ey, ea, €1 +e3,ea+e3) C Ry, U, = Z(Z1Zy— Z32Z,) C K*.
Dla stozka o C Ngr oraz homomorfizméw = € U, i t € T definiuje-
my homomorfizm tx € U, wzorem (tx)(u) = t(u)x(u). Uzyskane w ten
sposob odwzorowanie Ty x U, — U, jest dziataniem torusa na rozma-
itodci U,. Regularnos¢ tego dziatania wynika z faktu, ze stowarzyszony
homomorfizm algebr dany jest wzorem y* — x* ® x*, v € S,.
Zdefiniujmy homomorfizm =y € U, wzorem xg(u) = 1, u € S,. Wte-
dy Tyzg = {t|s, | t € Tn}. Zatem odwzorowanie Ty — U,, t — t|g,,
jest T-wtozeniem torusa T w rozmaitosé U,. Injektywnosé tego od-
wzorowania wynika z faktu, ze pétgrupa S, generuje grupe M. Ogol-
niej, jesli 7 jest $ciang stozka o, to odwzorowanie U, — U,, = +— z|g,,
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jest otwartym Tn-wlozeniem. Otwarto$¢ tego odwzorowania wynika z
faktu, ze opowiada ono wlozeniu K[S,] C K[S,|» = K[S;], gdzie wek-
tor u € M jest taki, ze S; = Sy + ZT(—u). W szczegdlnosci podzbiér
Uy C U, jest otwarty Ty-orbita.

Wachlarzem w przestrzeni Ng nazywamy skonczony zbior A stozkow
w przestrzeni Ny takich, ze:

(1) jeslio € A, to wszystkie Sciany stozka o tez naleza do wachlarza
A?
(2) jesli 0,0’ € A, to zbiér o N o’ jest ich wspdlna $ciana.
Dla wachlarza A definiujemy rozmaitos¢ X (A) jako sklejenie zbioréw
U,, 0 € A, przy pomocy wtozen U, C U,, gdzie 7 jest Sciang stoz-
ka o. Dla przyktadu, gdy A = {0, —0,0}, gdzie 0 = cone(e;) C R,
to K[U,] ~ P!. Podobnie, plaszczyzng rzutowa P? otrzymujemy dla
wachlarza A, ktorego stozkami maksymalnymi sa stozki cone(eq, es),
cone(ey, —e; — eg), cone(ey, —e; — €3).
Dziatanie torusa Ty na rozmaitosciach U, indukuje dziatanie na roz-
maitoéci X (A). Otrzymujemy zatem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Niech A bedzie wachlarzem w przestrzeni Ng. Wtedy
torus Ty dziala na rozmaitosci X(A), przy czym dzialanie to indukugje
otwarte wlozenie torusa Ty .

Mamy tez twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie. Niech X bedzie rozmaitosciq nieprzywieding, rozdziel-
czq 1 normalng. Jezeli torus T dziata na rozmaitosci X w taki sposob,
Ze dzialanie to indukuje otwarte wloZenie torusa Ty, to istnieje (do-
ktadnie jeden z doktadnoscig do izomorfizmu) wachlarz A w przestrzeni

Ng taki, ze X ~ X(A).

Dla kazdego stozka 7 € A mamy homomorfizm pétgrup z, : S, — K

dany wzorem
1 —ues,,
. (u) =
0 —uégsS,.

Przez O, oznaczaé bedziemy Ty-orbite punktu x,, za$ przez V(T') jej
domkniecie.

Stwierdzenie. Mamy nastepujgce wlasnosci.
(1) O, ~ (K*)r—dimr,
(2) Us = U7'<cr 28
3) V() =U.., 5.
4) O =V(T)\ (U;cyrey V()

3. Przypomnijmy, ze nieprzywiedlna rozmaito$¢ afiniczng nazywamy
normalna o ile pierécien K[V] jest catkowicie domkniety w swym ciele
utamkow.
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Twierdzenie. Dla kazdego stozka o w przestrzeni Ny pierscieri K|[S,]
jest catkowicie domkniety w swym ciele utamkow.

Dowdd. Jesli o = cone(vy, ..., v,), to 0¥ = ();_, cone(v;)", skad wy-
nika, ze K[S,] = (i_; K[Scone(v;)]- Mozemy zatem zalozyé, ze o =
cone(v) dla pewnego niezerowego wektora v. Wtedy

K[S,] ~ KX, Xo, X5 X, XY v #£0
TUK[XL X X, XY v=0

co konczy dowdd. O
Whniosek. Rozmaitos¢ toryczne sq normalne.

Whniosek. Niech S bedzie skorniczenie generowang podpotgrupg grupy
Z". Wowczas dziedzina K[X| jest calkowicie domknigta w swoim ciele
utamkow wtedy i tylko wtedy, gdy polgrupa S jest nasycona.

4. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym i niech P bedzie ide-
atlem pierwszym w pierscieniu R. Kres gérny dtugosci n tancuchéw
P=F 2P 2 -2 P, idealéw pierwszych w pierécieniu R nazy-
wamy wysokoscig ideatu P oraz oznaczamy ht(P). Dla dowolnego ide-
atu I definiujemy ht(7) jako kres dolny wysokosci wszystkich ideatéw
pierwszych zawierajacych ideat 7. Wymiarem Krulla dim R pierscienia
R nazywamy kres gorny wysokosci wszystkich ideatow maksymalnych
pierscienia R.
Ciag aq, ..., a, elementow pierscienia R nazywamy R-ciggiem o ile
(1) (a1,...,an) # R,
(2) dla kazdego indeksu 1 < i < n element a; nie jest dzielnikiem
zera, w pierécieniu R/(ay,...,a;_1).

Niech R bedzie pierscieniem noetherowskim oraz niech I bedzie ide-
alem pierscienia R. Pokazuje sie, ze maksymalne R-ciagi zawarte w
ideale I maja wspolng dtugosé, ktorag nazywamy gtebokoscig ideatu I
oraz oznaczamy depth([). Pierscien noetherowski R nazywamy pier-
Scieniem Cohena—Macaulaya, jesli depth(m) = ht(m) dla kazdego ide-
atu maksymalnego w pierécieniu R. Rownowaznie warunek ten mozna
by sformutowaé dla wszystkich ideatéw (pierwszych) pierécienia R.

Twierdzenie. Jesli o jest stozkiem w przestrzeni Ng, to pierscien
K|[S,] jest pierscieniem Cohena—Macaulaya.

Whniosek. Dla dowolnego wachlarza A w przestrzeni Ng rozmaitosé
X (A) jest rozmaitosciq Cohena—Macauleya.

Réwnowazne sformulowanie powyzszego twierdzenia jest nastepuja-
ce.

Stwierdzenie. Niech S bedzie nasycong podpélgrupg skoriczenie ge-
nerowang grupy Z". Wtedy pierscien k[S] jest pierscieniem Cohena—
Macaulaya.
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Fundamentalnym faktem wykorzystywanym w dowodzie powyzszego
stwierdzenia, jest nastepujace twierdzenie.

Stwierdzenie (Hochster, 1972). Niech M bedzie nasycong podpélgrupg

skoriczenie generowang polgrupy N™. Wtedy pierscien K[M)| jest pier-

scieniem Cohena—Macaulaya.

5. Méwimy, ze punkt P rozmaitosci afinicznej jest regularny, jesli
dim K[V, = dimg(mp/m%),

gdzie mp = {f € K[V]| f(P) =0}.

Twierdzenie. Rozmaitosé U, jest reqularna wtedy i tylko wtedy, gdy

stozek o jest generowany przez wektory, ktore mozna uzupetnic¢ do bazy
kraty N .



