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§1. WIADOMOSCI WSTEPNE

ZALOZENIE.
Przez caty paragraf R oznacza pierscien.

DEFINICJA.
Rezolwenta projektywna modutu M nazywamy ciag

-—-P,—-P,1—--—P—F—=0

projektywnych modutéw wraz z epimorfizmem h : Py — M takim, ze
ciag

'_>Pm_>Pm71_>"‘_>P1_>PO£>M—>O

jest doktadny. Jedli P, = 0 dla n > m oraz P,, # 0, to liczbe m
nazywamy dhigoscig rezolwenty.

DEFINICJA.
Méwimy, ze projektywny wymiar pd M modulu M jest rowny m jest
istnieje rezolwenta projektywna modutu M dtugosci m i modut M nie
posiada rezolwenty projektywnej dtugosci m — 1.

WLASNOSCI.

(1) pd M =0 wtedy i tylko wtedy, gdy modut M jest projektywny.
(2) Nastepujace warunki sa rownowazne:
(i) pdM <mn,
(ii) Exti™(M,—) =0,
(iii) funktor Extp (M, —) jest prawostronnie doktadny.
(iv) jesli ciag
0O-K—-P,_1—>—>FP—>M-—>0

jest doktadny i moduty F, ..., P,_1 sa projektywne, to mo-
dut K jest projektywny.
(3) Jedli ciag 0 - M’ — M — M” — 0 jest doktadny, to
(i) pd M < max(pd M’,pd M"),
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(ii) pd M’ < max(pd M,pd M"),
(iii) pd M" <1+ max(pd M,pd M),
(iv) jeslipd M" < pd M' 4+ 1, to pd M = pd M’,
(v) jeslipd M” >pd M’ + 1, to pd M = pd M".
(4) Jesli ciag 0 — M — M — M" — 0 jest doktadny, modut M
jest projektywny i modut M” nie jest projektywny, to pd M =
pd M" + 1.
(5) Jesli ciag
0—-X,— - —Xg—M—>0

jest doktadny, to pd M < n 4+ maxj<k<, pd X.

DEFINICJA.
Prawym wymiarem globalnym rlgldim R pierécienia R nazywamy mak-
simum wymiaréw projektywnym prawych R-modutéw. Analogicznie
definiujemy lewy wymiar lgldim R globalny pierécienia R.

WEASNOSCI.
(1) Jesli pierscien R jest noetherowski, to rlgldim R = lIgldim R (=:
gldim R).
(2) Jesli pierscien R jest skonczenie wymiarowa K-algebra, to
rlgldim R = max{pd S | S jest prostym prawym R-modutem}

= max{S jest prostym prawym R-modulem}.
(3) Jedli pierdcien R jest algebra trojkatna, to gldim R < oo.

TWIERDZENIE.
Ciag doktadny 0 — X — Y — Z — 0 indukuje dla kazdego modutu
M dtugie ciagi doktadne
0 — Hompg(Z, M) — Hompg(Y, M) — Hompg (X, M)
— Exth(Z, M) — Exth(Y, M) — Extp(X, M) — -

0 — Hompg(M, X) — Homg(M,Y) — Homg(M, Z)
— Exth(M, X) — Extp(M,Y) — Extp(M, Z) — -+
DEFINICJA.
Ciagiem kompozycyjnym modultu M nazywamy kazdy ciag
O0=MyC M C---CM,=M

podmodutéw modutu M taki, ze modut M;/M; 1 jest prosty dla i =
1,...,n. W powyzszej sytuacji liczbe n nazywamy dlugosciag modutu
M i oznaczamy [(M).
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UWAGA.
Jesli R jest skonczenie wymiarows K-algebra, to kazdy skonczenie ge-
nerowany modut posiada cigg kompozycyjny.

§2. GRUPA GROTHENDIECKA I FORMA EULERA

ZALOZENIE.
W tym paragrafie zaktadamy, ze A = KQ/I dla ograniczonego kotcza-
nu skonczonego (Q, I) i ciala algebraicznie domknietego K. Wszystkie
rozwazane moduty beda skonczenie wymiarowe.

OZNACZENIA.
Niech Qo = {1,...,n}, e; bedzie prymitywnym idempotentem algebry
A odpowiadajacym wierzchotkowi i, P(i) := e;A, 1(i) := D(Ae;) i
S(i) :=top P(i) =socI(i), i € Q.
Jesli M modutem, to dla i € Qo, l;(M) = #{j | M;/M;—; ~ S(i)},
gdzie

0=My G M G- C My=M

jest ciagiem kompozycyjnym.

DEFINICJA.
Wektorem wymiaru modutu M nazywamy

dim M = (dimg Mey,...,dim Me, )" € Z".

Wiadomo, ze Me; ~ Homyu(P(i), M) ~ D Homy4 (M, 1(i)) dla i € Q.

LEMAT.
Jedli ciag 0 — L — M — N — 0 jest doktadny, to dim M = dim L +
dim N.

DEFINICJA.
Grupa Grothendiecka Ky(A) algebry A nazywamy grupe .% /%', gdzie
F jest wolng grupa abelowq z bazg utworzong przez klasy izomorfizmu
prawych A-modutéw, zas %’ jest podgrupa generowang przez elementy
M — L — N dla wszystkich ciggéw doktadnych 0 — L — M — N — 0.
Warstwe klasy M w grupie Ko(A) oznaczamy [M].

TWIERDZENIE.
Ky(A) jest wolna grupa abelowa z baza [S(1)], ..., [S(n)]. Funkcja
dim : Ky(A) — Z dana wzorem dim[M] := dim M jest dobrze okre-
slonym izomorfizmem.

WNIOSEK.
Dla kazdego skonczenie generowanego A-modutu (M) = dimg Me;.

DEFINICJA.
Macierza Cartana algebry A nazywamy macierz Cy € M, (Z) dana
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wzorem
CA == [cj,i]i,jzl 77777 ns Ci,j = dim €Z‘A€j.
STWIERDZENIE.
dim P(i) = C4 dim S(7) i dim I(i) = C%{ dim S(i) dla i € Q.
STWIERDZENIE.
Jedli gldim A < oo, to Cy € GL(n,Z), wiec det Cy € {1, —1}.
Z ALOZENIE.

Bedziemy odtad zaktadaé, ze gldim A < oco.

DEFINICJA.
Z-dwuliniowg forme (—, —)4 : Z™ X Z"" — 7 dana wzorem (x,y)4 =
rtrC’; "y nazywamy charakterystyka Eulera algebry A. Forma kwadra-
towa Eulera x4 : Z" — Z algebry A dana jest wzorem x 4(z) := (2, ) 4.

STWIERDZENIE.
Dla modutéw M i N mamy

(dim M, dim N) = *(—1)/ dimy Ext/,(M, N).
=0

(—1)7 dimy, Ext’, (M, M)
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W szczegdlnosei x 4(dim M =0



