§1.

O ALGEBRACH KLASTROWYCH

NA PODSTAWIE REFERATU STANISEAWA KASJANA

ZRODLA

W 1969 roku Gelfand i Kirylow pokazali, ze jesli G jest polprosta
spojng grupa Liego nad cialem C, to przestrzen funkcji regularnych
A := C[G/N™] na przestrzeni jednorodnej G/N* jest g-modultem izo-
morficznym z suma prosta reprezentacji nieprzywiedlnych V) algebry
g, gdzie g jest algebra Liego grupy G. Powstaje problem jak odnalez¢é
reprezentacje V), w algebrze A, tzn. znalezé baze liniows algebry A,
ktora jest sumg baz moduléw V). Dodatkowo zgdamy, aby znajomosé
tych baz pozwolita rozktada¢ moduty V\ ® V). Takie bazy nazywamy
kanonicznymi.

PRZYKELAD.

Niech G := SL3(C). Wtedy N7 to macierze gérnotrdjkatne z jedynkami
na przekatnej i kazda macierz A € SL3 mozemy sprowadzi¢ do postaci
dolnotrojkatnej (z doktadnoscia do permutacji kolumn). Dla permutacji
o niech U, oznacza odpowiedni zbiér. Wtedy G/N* = U, z od-

o€ES3
powiednimi utozsamieniami. Wiadomo, ze A := C|[G/N*] = C[G]"".
. Z1 T2 T3 . . . .
Dla macierzy M = [gl v2 23} niezmiennikami sa 21, 22, 23, 212 =
1 <22 =3 ’

det [4 2], 213, 293

LEMAT.

§2.

C[G]N+ = C[Zl,2272’372’1,2,21,3722,3] = (C[Zivzi7j]/(ZZZl,3 - 212273 -
ZS>Zl,2)~

Niech R := C[z1, 22, 21,2, 22.3]. Wtedy A = R[22, 21 3]. Zauwazmy, ze od-
powiednia relacja ma postaé 2221 3 € R. W szczegblnodci A C R|z,, 2.

DEFINICJA ALGEBRY KLASTROWEJ
Niech I :={1,...,n} i niech T, bedzie regularnym n-drzewem, w kto-
rym krawedzie ponumerowane sg liczbami 1, ..., n w ten sposob, ze

z kazdego wierzchotka wychodza krawedzie ponumerowane wszystkimi
liczbami. Niech P bedzie beztorsyjna grupa abelowa (z notacja multi-
plikatywna).

DEFINICJA.

Wzorcem wymiany (exchange pattern) na drzewie T,, ze wspotczyn-
nikami w grupie P nazywamy uktad # = (M;(t))er, jer, taki, ze
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M;(t) jest jednomianem od zmiennych zi, ..., z, postaci M;(t) =
pj()abt -l b >0, pi(t) € P, takim, ze a;  M;(t), jesli mamy
krawedz t —— ' oraz x; | M;(t), to z; ¥ M;(t'), oraz spetnione sa dwa
dodatkowe warunki.

Z kazdym wierzchotkiem t € T,, stowarzyszamy ciag zmiennych z(t),
, Tp(t). Niech Z(t) := ZP(x1(t), ..., x,(t)). Krawedz t — ' wyzna-

cza homomorfizm %,y : F(t') — F(t) dany wzorem x;(t') — z;(t),

Jj#£ i, x(t) — %@)(Mz(t)(x(t)) + M;(t')(x(t))). Zauwazmy, ze Hyp =

Ry

Ustalmy wierzchotek to € T,. System (%) wyznacza dla kazdego

wierzchotka t izomorfizm %, : F(t) — F = F ().

DEFINICJA.

Niech A bedzie podpierécieniem w algebrze ZP zawierajacym p;(t),

t € T,, i € I. Algebra klastrowa & = @Z4(.#) (rangi n nad algebra A

stowarzyszona ze wzorcem .4 ) nazywamy najmniejsza A-podalgebre z

1 algebry 7 zawierajaca wszystkie elementy %, (x;(t)), i € I,t € T,.

PRZYKLAD.
Dlan=2iP ~ Z5, Ml(to) = To, Mg(to) = 17y, Ml(t) = (2T,
My(ty) = 11, Mi(ta) = 1o, Ma(t2) = @1, ..., gdzie qi, ..., ¢5 sa
generatorami grupy P i r,, := ¢m_2Gm2, oraz A bedacego podpierscie-
niem generowanym przez qi, ..., ¢s otrzymujemy po kompleksyfikacji
pierscien C[Gr(2,5)].

TWIERDZENIE (FOMIN-ZELEVINSKY, LAURANT PHENOMENON).
Niech o bedzie algebra klastrowa i (yy, . . ., y,) bedzie klastrem. Wtedy
a C Z]P[yla s 7yn7y;17 s 7y7;1]'

§3. SEEDS I ZNORMALIZOWANE ALGEBRY KLASTROWE

Niech .# bedzie wzorcem wymiany nad drzewem T,. Jesli ¢ oy
. . M, (t 10 n bi,;(t) .
jest krawedzia, to M;((t,)) = ::-J((t’)) [T, z;""". Niech B(t) = B4(t) =
[bi.j ()i =1,...n-

UWAGA.
Wykladniki w jednomianach M;(t) i M;(t') mozna odtworzy¢ z ma-
cierzy B(t), mianowicie M;(t) = p;(t) [T;s, .0 w?i’j(t) oraz M;(t') =

—bi;(t) ’

pi() L, o

DEFINICJA.

Macierz kwadratowa B nazywamy jest antysymetryczna ze wzgledu na
znak, jesli sgnb; j = —sgnb;;.
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DEFINICJA.
Mutacja macierzy B w kierunku k nazywamy macierz B’ = p(B) dana
wzorem b} ; = —b; ;, gdy i = k lub j = k, oraz b;; + —‘bi’kwk’j;bi’k'bk‘j‘ w

przeciwnym wypadku.

UWAGA.
Jeslin =2, to uu B = —B.

TWIERDZENIE.
Niech (B(t))ser, bedzie rodzina n X n-macierzy o wspétczynnikach w
pierscieniu Z. Wtedy nastepujace warunki sa rownowazne:
(1) istnieje wzorzec wymiany .# na drzewie T,, taki, ze B(t) = B 4(t),
(2) macierz B(t) jest antysymetryczna ze wzgledu na znak dla kazdego

t oraz jesli t = ¢/ jest krawedzig, to B(t') = u(B(t)).

UWAGA.
Wybrana macierz B(t) wyznacza wyktadniki w calym wzorcu wymiany.

UPROSZCZONA DEFINICJA ZNORMALIZOWANEJ ALGEBRY KLASTROWEJ

Zatozmy, ze P = {1}. Wtedy # = Q(v1,. .., ¥Yn). Ziarnem nazywamy
pare (B, z), gdzie B jest n X n-macierza antysymetyczna ze wzgledu na
znak oraz x = (x1,...,xx) jest baza przestepna ciala .# nad ciatem Q.
Mutacja ziarna ¥ = (B, z) nazywamy ziarno iy = (uxB,z’), gdzie
v = x; dla i # k oraz xy2; = [, , 20 a4 [ Ly, <0 ;o
Znormalizowana algebra klastrowa (okreslong przez ziarno (B, z)) na-
zywamy podpierécien /g ciata .# generowany przez wszystkie zmien-
ne pojawiajace sie we wszystkich iterowanych mutacjach ziarna (B, z).
Inaczej, jest to (z dokladnoscia do izomorfizmu) algebra klastrowa wy-
znaczona przez wzorzec wymiany stowarzyszony z macierza B.

PRZYKLAD.
Dla B = [ % }] otrzymujemy skoriczenie wiele zmiennych klastrowych.
Okazuje sie, ze kazda zmienna klastrowg rézna od 1 i 2o mozna zapisaé
w postaci %, gdzie F' jest wielomianem, F'(0,0) # 0, oraz J jest jednym
z jednomiandéw 1, xo, r122. Mozemy tez zapisaé x; = m%l, 1=1,2.

§4. KRYTERIUM SKONCZONEGO TYPU KLASTROWEGO

Niech B bedzie macierzg antysymetryczna ze wzgledu na znak.
DEFINICJA.

Moéwimy, ze algebra /g jest skonczonego typu klastrowego, jesli ist-

nieje tylko skonczenie wiele zmiennych klastrowych wygenerowanych w
procesie mutacji.

Z macierza B mozemy stowarzyszy¢ macierz A(B) := [a; ;], gdzie a; j 1=
2,1 =7, oraz a;; == —|b; ;|, gdy i # j.
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TWIERDZENIE (FOMIN-ZELEVINSKI).
Niech B bedzie macierza antysymteryczng ze wzgledu na znak. Naste-
pujace warunki sg réwnowazne:

(1) algebra @75 jest skonczonego typu klastrowego,
(2) A(B) jest macierza Cartana zredukowanego skoniczonego systemu
pierwiastkow,

(3) kazdaiterowana mutacja B’ macierzy B spetnia warunek |b] ;b ;| <
3.

W powyzej sytuacji istnieje mutacja By macierzy B taka, ze by ;00; > 0
dla wszystkich 7, 71 k.

SYSTEMY PIERWIASTKOW

Skoniczonym systemem pierwiastkéw nazywamy skonczony podzbior
A C R™\ {0} taki, ze jesli o, B € A, to ro(B) := 0 — (o, f)a € A,
gdzie (3, a) = 2%, oraz (o, 3) € Z. Méwimy, ze system A jest zre-
dukowany, gdy z warunku o, ca € A, wynika, ze ¢ = £1. Zredukowane
i skonczone systemy pierwiastkow sg sklasyfikowane za pomocy diagra-
mow Dynkina. Baza systemu pierwiastkéw nazywamy liniowo niezalez-
ny podzbiér II C A taki, ze jesli o € A, to istnieja ng, 5 € II, ktoére sa
tego samego znaku i takie, ze a = 5y np3. Z definicji A := ANNIL

Macierz C' = [(f3;, ;)] nazywamy macierzg Cartana systemu A.

TWIERDZENIE (FOMIN-ZELEVINSKY).
Niech B bedzie macierzg antysymetryczng taky, ze b; b, > 0 dla
wszystkich i, 7 1 k. Wtedy istnieje bijekcja pomiedzy zmiennymi kla-
strowymi w algebrze @75 oraz zbiorem ATU—II, w ktérej pierwiastkowi
a = > m;3; odpowiada zmienna postaci W, gdzie F(0,...,0) #

0.



