MODULY ALGEBRAICZNIE ZWARTE

NA PODSTAWIE REFERATU STANISEAWA KASJANA

§1. PP(=POSITIVE PRIMITIVE)-FORMULY.

DEFINICJA.
Niech R bedzie ustalonym pierscieniem z jedynka. pp-formutg ze zmi-
ennymi yi, ..., y, nazywamy kazda formute ¢(y1, ..., y,) postaci

m n
dx1,..., T E a; jT; = E bisyr, 1=1,...,q,
j=1 t=1

gdzie a;j,b;y € R. JeSli M jest lewym R-modutem oraz fu,...,u, €
M, to definiuje sie pojecie spelialnosci formuty o(py, .. ., it,) w mod-
ule M, co zapisujemy M = o(pq, ..., fin)-

OZNACZENIA.
Jesli o(y1, ..., yn) jest pp-formuta, to

or = (P15 ptn) €M™ [ M = (pr, -+ s fin) }-

Z drugiej strony, jesli pp = (p1, ..., 1n) € M™, to pp-typem elementu p
w M nazywamy

PPy () ={p | M = o(n)}.

LEMAT.
Zbiér @p jest Endg(M)-Z(R)-podbimodutem bimodutu M™, gdzie
przez Z(R) oznaczamy centrum pierscienia R.

§2. PODMODULY I CIAGI SERWANTNE.

UWAGA.
Jedli f : M — N jest homomorfizmem modutéw oraz u € M", to

ppa() Cppn(f(p)), gdzie f(p) = (f(pa),- -, f(1n)) € N™

DEFINICJA.
Podmodut M modutu N nazywamy serwantnym, jesli dla dowolnego
p € M™ zachodzi réwno$é pp,, () = ppy(pe). Roéwnowaznie, pod-
modul M jest serwantny, jesli uktad réwnan

m

E a;;r; =my, 1=1,...,n,

J=1
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taki, ze m; € M, ¢ = 1,...,n, ma rozwigzanie w module N wtedy i
tylko wtedy, gdy ma tez rozwiazanie w module M. Ciag doktadny

0O—-M —M-—-M"—0

nazywamy serwantnym, jesli modut M’ jest serwantnym podmodutem
modutu M.
PRZYKLAD.
(1) Wtozenie Zy < Z4 nie jest serwantne.
(2) Wrtozenie M — M @& N jest serwantne.

(3) Jesli p € Z jest liczba pierwsza, to wlozenie Zgy — Z,) jest
serwantne.

A

TWIERDZENIE.
Dla ciggu doktadnego

n:0—-M35M2EZM -0

R-modutéw nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) Ciag n jest serwantny.

(b) Dla dowolnych homomorfizméw p : R™ — R™, f': R™ — M’ oraz
f: R — M takich, ze fp = uf’, istnieje istnieje homomorfizm
h: R™ — M’ taki, ze hp = f'.

(c) Dla dowolnego skonczenie przedstawialnego lewego R-modutu F
ciag Hom(E,n) jest doktadny.

(d) Dla dowolnego skonczenie przedstawialnego prawego R-modutu F'
clag F' ®pr n jest doktadny.

(e) Dla dowolnego R-modutu F' ciag F ®g n jest dokladny.

(f) Ciag R-modutéw Homy(n, Q/Z) jest doktadny i rozszczepialny.

(g) Ciag n jest granica prosta systemu ciagéw rozszczepialnych.

DEFINICJA.
Modul E nazywamy skonczenie przedstawialnym, jesli istnieje cigg
doktadny postaci

R — R'"— E — 0.

Dowob.
(a) = (b): Niech

ple;) = pirer+ -+ pinen, i =1,...,m.

Rownosé fp = uf’ oznacza, ze

f’(ei) = sz-yjf(ej), Z = ]_, Lo,y
j=1
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zatem uklad réwnan
n
o —
E pijr; = f'(e;), i=1,....,m,
=1

ma rozwigzanie w module M, zatem ma tez rozwiazanie py, ..., ftp, W
module M’. Definiujemy h(e;) = pj, j=1,...,n.

(b) = (c¢): Ustalmy homomorfizm g : E — M". Z zalozenia istnieje
ciag doktadny

R R ]
Istniejg homomorfizmy f : R* — M oraz f' : R™ — M’ takie, ze
fp=uf oraz gr = pf. Z zalozenia istnieje homomorfizm h : R™ — M’
taki, ze hp = f'. Wtedy (f — uh)p = 0, wiec istnieje od homomorfizm
h . E — M taki, ze f = uh+ h'm. Wtedy ph'm = gm, skad ph’' = g, co
konczy dowdd.

(c) = (d): Mamy ciag dokladny
R* 5 R™— F —0.

Homomorfizm p mozemy utozsami¢ z macierzg p € M, ,(R). Wtedy
otrzymujemy cigg doktadny lewych R-modutow

R 2L R B 0.
Dla kazdego lewego R-modutu N mamy cigg doktadny
0 — Hom(E, N) — Hom(R", N) — Hom(R™, N).

Poniewaz Hom(R",N) ~ N" ~ R" ® N oraz Hom(R",N) >~ N" =~
R™ ® N, wiec dostajemy ciag doktadny
0 - Hom(E,N) = N" - N" - F® N — 0.

Stosujac powyzsza obserwacje kolejno do modutow M'; M i M" oraz
wykorzystujac lemat o wezu, otrzymujemy ciagg doktadny
0 — Hom(E, M) — Hom(E, M) — Hom(E, M") —
FeoM - FM—FoM' —0,

co wobec zatozen konczy dowdd.

UWAGA.
Jesli ciag
n:0—-M —M-— M —0

jest doktadny i modut M” jest skonczenie przedstawialny, to cigg n jest
serwantny wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozszczepialny.
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§3 MODULY SERWANTNIE INJEKTYWNE = ALGEBRAICZNIE ZWARTE.

UWAGA.
Przypomnijmy, ze modutl @) jest injektywny wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy ciagg doktadny postaci
0—-Q—M— M —0
jest rozszczepialny, lub réwnowaznie dla kazdego ciagu doktadnego
n:0—M —M-— M —0
ciag Hom(n, Q) jest doktadny.

DEFINICJA.
R-modut E jest serwantnie injektywny, jesli dla dowolnego serwantnego
ciag doktadnego 1 ciag Hom(n, E) jest doktadny.

TWIERDZENIE.
Jesli F jest lewym R-modutem, to nastepujace warunki sa rownowazne.

(a) Modul E jest serwantnie injektywny.
(b) Kazde serwantne wlozenie £ — M jest rozszczepialne.
(¢) Dowolny uktad réwnan

Z €Ty = bi, 1€ I,

jeJ
gdzie b; € F, a;; € R sa takie, ze dla kazdego ¢ € I a;; = 0
dla prawie wszystkich j € J, ktory jest skonczenie rozwiazalny w
module F, jest rozwiazalny w module F.

(d) Dowolna (indeksowana zbiorem liniowo uporzadkowanym) zstepu-
jaca rodzina niepustych zbiorow postaci g + m, gdzie ¢ jest pp-
formulg jednej zmiennej oraz m € M ma niepusty przekréj.

(e) Jesline N, m € E™, oraz ppy(m) C ppg(m), to istnieje homo-
morfizm f: N — FE taki, ze f(n) = m.

DowOD.
(¢c) = (b): Przypu$émy, ze E — M jest serwantnym wlozeniem.
Ustalmy generatory m;, j € J, modulu M. Wypisujemy wszystkie
réwnania postaci

memj = m; S E, 1€ 1.

jeJ
Uktad rownan

Zpi,jxj :TTL,/L S E, 1€ 1.

jeJ
jest rozwigzalny w module M, jest wiec takze skonczenie rozwigzalny
w module M. 7 serwantnosci podmodulu E wynika, ze ten uktad
réwnan jest skonczenie rozwigzalny w module E, a co za tym idzie jest
rozwigzalny w module E. Niech u;, 7 € J, bedg rozwigzaniami tego
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uktadu w module E. Wtedy istnieje homomorfizm p : M — E taki, ze
p(m;) = p;, ktory rozszczepia wlozenie E — M.

84. UZYTECZNE FAKTY.

DEFINICJA.
Modul M nazywamy liniowo zwartym, jesli dowolna (indeksowana zbio-
rem liniowo uporzadkowanym) zstepujaca rodzina niepustych zbioréw
postaci N +m, gdzie N jest podmodutem modutu M oraz m € M ma
niepusty przekroj.

FAKT.
Jesli modut M jest liniowo zwartym Endg(M)-modulem, to jest al-
gebraicznie zwartym R-modutem. W szczegdlnodci, jesli modut M
jest artinowskim End g (M )-modutem, to jest algebraicznie zwartym R-
modutem.

FAKT.
Jesli R jest algebra nad ciatem K oraz M jest prawym R-modutem, to
modul DM = Homg (M, K) jest algebraicznie zwarty.

FAKT.
Kazdy modut skonczenie przedstawialny jest algebraicznie zwarty.
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