SUPERROZKEADALNE MODULY ALGEBRAICZNIE
ZWARTE

NA PODSTAWIE REFERATU STANISELAWA KASJANA

1. MODULY NAD ALGEBRA KRONECKERA.

OZNACZENIA.
Niech R bedzie algebra Kroneckera.

DEFINICJA.
Dla kazdego A € K U {oo} niech M (A) = lim M,,(\) (modutl Priifer)
oraz M(\) = lim M,(\) (modul adyczny). Moduly te s serwantnie
injektywne i nierozktadalne.

TWIERDZENIE.
Jesli cialo K jest algebraicznie domkniete, to kazdy serwantnie injek-
tywny R-modut nierozktadalny jest skonczenie wymiarowy, Priifera,
adyczny, lub generyczny.

TWIERDZENIE.
Kazdy serwantnie injektywny R-modut jest serwantnie injektywna pow-
toka sumy prostej nierozktadalnych modutéw serwantnie injektywnych.

UWAGA.
Dla kazdego modutu M istnieje serwantne wtozenie w modut serwant-
nie injektywny A(M) takie, ze dowolne odwzorowanie f : A(M) — X
jest serwantnym monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy f|a jest
serwantnym monomorfizmem. Modut A(M) nazywamy serwantnie in-
jektywna powltoka modutu M.

WNIOSEK.
Nie istnieje superrozkladalny (nie majacy nierozktadalnych sktadnikéw
prostych) modul serwantnie injektywny nad algebra Kroneckera.

§2. SUPERROZKEADALNE SERWANTNIE INJEKTYWNE MODULY NAD DZI-
KIMI ALGEBRAMI DZIEDZICZNYMI.

LEMAT.
Niech X bedzie nierozktadalnym modutem injektwnym nad pierécie-
niem R. Wtedy dowolne dwa niezerowe podmoduty modutu F maja
niezerowy przekroj.
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DowOD.
Niech M; i My beda niezerowymi podmodutami modutu E takimi, ze
M, N My = @. Wtedy mamy monomorfizm E(M;) & E(Ms;) — E, co
prowadzi do sprzecznosci z zalozenie nierozktadalnosci modutu E.

FAKT.
Niech R = k(X,Y) oraz £ = FE(R). Wtedy F jest superrozktadalnym
modutem serwantnie injektywnym.

DowOD.
Oczywiscie modut FE jest serwantnie injektywny (gdyz jest injektywny).
Pokazemy, ze modut E nie ma nierozktadalnych sktadnikow prostych.
Zatézmy, ze M jest takim sktadnikiem prostym i niech r € RNM. Wt-
edy RXrN RYr =0 oraz RXr, RYr # 0, co prowadzi do sprzecznosci
z poprzednim lematem.

FakT.
Y

0 I . o
Modul EF <—— FE jest superrozktadalny i serwantnie injektywny.

N’
X
UWACGA.
%
Funktor MOD(E(X,Y)) — MOD(k(e=—9e)), V= V <—1V , jest
A S
X

pelny wierny i zachowuje serwantng injektywnosc.

UWAGA.
Istnieja superozktadalne moduty nad algebra Kroneckera.

TWIERDZENIE (RINGEL).
Istnieje pelny i wierny funktor

MOD(k( e £ )) — MOD(k( s <" o).

N

§3. SUPERROZKELADALNE SERWANTNIE INJEKTYWNE MODULY NAD NIEDO-J
MOWA ALGEBRA SZNURKOWA.

OZNACZENIA.
Niech A = k(a * 3)/(af, Ba, a?, 33).

TWIERDZENIE.
Istnieje superrozktadalny serwantnie injektywny A-modut.

Niech B bedzie stringiem o konicu 0, oraz 2, odpowiednim elementem
bazowym w module M (B). Wtedy mozemy okresli pp-formute ¢/ (20),
ktora generuje pp-typ elementu zy w module M.
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Typem (1 zmiennej z) nazywamy zbiér formul jednej zmiennej wol-
nej z, ktory jest niesprzeczny, zamkniety na konsekwencje logiczne i
maksymalny ze wzgledu na te wtasnosci.

pp-typem nazywamy zbior pp-formut, ktére nalezg do pewnego typu.

UWAGA.

Niech p bedzie pp-typem jednej zmiennej. Istnieje modut serwantnie
injektywny. Istnijee moudt serwantnie injektywny N(p) oraz element
a € N(p) taki, Ze ppyp (a) = p oraz N(p) jest minimalnym modutem
o tej wlasnosci, tzn. jesli M jest serwantnie injektywnym modutem,
b € N oraz ppy,(b) = p, to istnieje serwantne wlozenie N(p) — M
takie, ze a — b.

§4. SUPEROZKLADALNY A-MODUEL.bedzie okrestony jako M (p) dla pewnegol
typu p.
Superozktadalnos¢ wyraza si¢ w terminach wtasnosci kratowych typu
p.
FAKT.
JeSlia € M, b € N i N jest serwantnie injektywny. Jesli pp,,(a) C
ppy(b). Wtedy istnieje homomorfizm f : M — N taki, ze f(a) = b.
FAKT.

Modut N(p) jest superrozktadalny wtedy i tylko wtedy, gdy p nie ma
duzych formut.

Trzeba skonstruowaé¢ pp-typ bez duzych formut.

TWIERDZENIE (ZIEGLER).

Jezeli w kracie .Z wszystkich pp-formut istniejg dwa podzbiory L i Lo
liniowo uporzadkowane w sposéb gesty z elementami najmniejszymi i
najwiekszymi oraz L; ® Ly — £, to istnieje typ bez duzych formut.
(o ile cialo k jest przeliczalne).

Niech B = a3~ ! oraz C' = o372
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