ALGEBRY KLASTROWE ORAZ WIELOMIANY HALLA

NA PODSTAWIE REFERATU JUSTYNY KOSAKOWSKIEJ

OZNACZENIA.
Przez caly referat n jest ustalong liczbg catkowita dodatnig oraz % =
Quy, ..., uy,), gdzie u := (uq, ..., u,) jest baza przestepna ciata 7.

§1. ALGEBRY KLASTROWE.

DEFINICJA.
ZIARNEM nazywamy pare (x, B), gdzie x jest baza przestepna ciata %
za$ B jest macierza kwadratows antysymetryczng (tzn. b; ;jb;; < 0 dla
wszystkich ¢, j) indeksowana elementami zbioru x.

DEFINICJA.
Jesli (x, B) jest ziarnem oraz w € X, to MUTACJA ziarna (x, B) w
kierunku zmiennej w nazywamy ziarno (x’, B'), gdzie

x =x\ {w}uU{w'}

dla
W = 5Ty oot +TT ™)
oraz
_{—by,Z y=wVz=w
T e+ 3 (Bgwlbus + bywlbus|)
UWAGA.

Jesli ziarno (x/, B') jest mutacja ziarna (x, B) w kierunku zmiennej w
przez wymiane na zmienna w’, to ziarno (x, B) jest mutacja ziarna
(x', B") w kierunku zmiennej w’.

DEFINICJA.
Méwimy, ze ziarna (x, B) i (x/, B') sa rownowazne, jesli istnieje ciag
mutacji ziarna (x, B) prowadzacy do ziarna (x', B’).

DEFINICJA.
Ustalmy macierz znakiem antysymetryczna B. Zbiér x nazywamy
KLASTREM, jefli istnieje macierz znakiem antysymetryczna B’ taka,
ze ziarna (x, B') i (u, B) sa réwnowazne.

DEFINICJA.
Ustalmy macierz znakiem antysymetryczng B. Element w € % nazy-
wamy ZMIENNA KLASTROWA, jesli istnieje klaster x taki, ze w € x.
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DEFINICJA.
Ustalmy macierz znakiem antysymetryczna B. (ZNORMALIZOWANA)
ALGEBRA KLASTROWA (WYZNACZONA PRZEZ MACIERZ B) nazywamy
Q-podalgebre ciata . generowana przez wszystkie zmienne klastrowe.
Algebre klastrowa wyznaczona przez macierz B oznaczamy <7 (B).

TWIERDZENIE (FOMIN-ZELEVINSKY, LAURENT PHENOMOENA).
Jesli B jest znakiem antysymetryczna macierza, to algebra o7 (B) jest
podalgebra algebry Q[u' | i € [1,n]].

DEFINICJA.
Moéwmy, ze algebra klastrowa jest skonczonego typu klastrowego, jesli
posiada ona jedynie skonczenie wiele zmiennych klastrowych.

OZNACZENIA. o
Jedli B jest macierza znakiem antysymetryczng, to B := (a;;), gdzie

2 1= 7,
Qi = . .
’ —[bij| i # .

TWIERDZENIE (FOMIN-ZELEVINSKY).
Algebra klastrowa jest skonczonego typu klastrowego wtedy i tylko wt-
edy, gdy istnieje klaster (x, B) dla ktérego macierz B jest macierz Car-
tana skonczonego typu.

§2. DIAGRAMY DYNKINA ORAZ ALGEBRY KLASTROWE SKONCZONEGO
TYPU.

TWIERDZENIE (FOMIN-ZELEVINSKY).
Istnieje bijekcja pomiedzy algebrami klastrowymi skonczonego typu i
diagramami Dynkina.

ZALOZENIE.
Bedziemy odtad zaktadac, ze wszystkie rozwazane diagramy sa diagra-
mami bez waluacji.

OZNACZENIA.
Jesli @ jest kotczanem o n wierzchotkach, e € N oraz M € rep,(Q),
to

Gre(M) :=={N €rep,(Q) | N C M ANdim N = e}.

LEMAT.
Jesli X jest Z-schematem oraz istnieje P € Z[T)] taki, ze

P(q) = [ Xz
dla nieskonczenie wielu ¢, to x(X¢) = P(1).

OZNACZENIA.
Jedli A jest diagramem Dynkina, to przez ® oznaczamy stowarzys-
zony zbior pierwiastkow dodatnich. Dla kotczanu @ typu A oraz
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a € O przez M(«) oznaczamy jedyna (z doktadnoscia do izomor-
fizmu) nierozktadalna reprezentacje kotczanu @) o wektorze wymiaru
a. Jeslia: @ = N, to M(a) := P cpr M(a)".

TwIERDZENIE (RINGEL).
Jedli Q jest kolczanem Dynkina, to dla dowolnych ay,as,a : @+ — N
istnieje ¢f, ,, € Z[T] taki, ze

Parax(@) = {U € M(a) | U = M(az) A M(2)/U = M(a1)}|
dla ciata F,.

WNIOSEK.
Jesli @ jest kotczanem Dynkina o n wierzchotkach, to dla dowolnych
a:®" — N oraz e € N" istnieje e, € Z[T] taki, ze

Pea = | Gre(M)r,|.
§3. GLOWNE TWIERDZENIE.

OZNACZENIA.
Dla M € rep(Q) takiego, ze dim M = m, definiujemy

Xy = Z X(Gre(M)(C) Hu;<evai>*(ai,m*e>’

ecN”n
gdzie a1, ..., o, sa prostymi pierwiastkami oraz (—, —) jest forma
Eulera. Przez Eg bedziemy oznaczaé Q|uy, . . ., u,]-podmodut ciata .%#

generowany przez Xy, M € rep,(Q).

OZNACZENIA.
Dla kotczanu Dynkina @) definiujemy macierz By = (b; ;) wzorami:
1 -y,
b@j = —1 j — L
0 w przeciwnym wypadku.
TWIERDZENIE (CALDERON—CHAPOTON).

Dla kolczanu @ typu Dynkina mamy Eg = &/(Bg). Ponadto zmien-
nymi klastrowymi w algebrze Eg sa w1, ..., Uy, oraz Xy, M € ind(Q).



