ALGEBRY LIEGO STOWARZYSZONE Z FORMAMI
KWADRATOWYMI

NA PODSTAWIE REFERATU JUSTYNY KOSAKOWSKIEJ

OZNACZENIA.
Dla wierzchotkéw i oraz j diagramu A bez zorientowanych cykli defi-
niujemy

2 1=7,
Cij = . . S . .
7 {—|{kraw<gd21e w grafie A taczace wierzchotki i i j}| @ # 7.

OZNACZENIA.
Dla diagramu Dynkina A oznaczamy przez ga algebre Liego genero-
wana przez elementy x; (i € Ag), h; (i € A), y; (1 € Ap) speliajace
nastepujace relacje:

o [h;, hj] =0 dla wszystkich i, 7 € Ay,
o [x;,y;] = 0;;h; dla wszystkich i, j € Ay,
. [hl,xj] = ¢; jx; dla wszystkich i, 5 € Ao,
o [h;,y;] = —cijy; dla wszystkich 4, j € Ay,
o [z;,z;] =0 dla wszystkich i, j € A takich, ze ¢; ; = 0,
e [yi,y;] = 0 dla wszystkich i, j € A takich, ze ¢; ; =0,
o [z, [z, x;]] = 0 dla wszystkich i, j € Ag (takich, ze ¢;; # 0),
e [yi,[yi,y;]] = 0 dla wszystkich i, j € Ay (takich, ze ¢;; # 0).
OZNACZENIA.
Dla ustalonego diagramu Dynkina przez n, oznaczamy podalgebre al-
gebry ga generowang przez elementy xq, ..., x,.
OZNACZENIA.

Dla reprezentacyjnie skierowanej algebry A przez K(A) oznaczaé be-
dziemy podprzestrzen liniowa algebry Halla J# (A) rozpieta przez kla-
sy izomorfizméw nierozktadalnych A-moduléw. Ponadto dla i € (Q4)o
przez u; bedziemy oznaczaé klasg izomorfizmu odpowiedniego prostego
A-modutu.

UWAGA.
Niech A bedzie algebra reprezentacyjnie skierowana. Ringel udowodnit,
ze przestrzen K(A) jest podalgebra Liego algebry 1 (A) generowana
przez elementy u;, i € (Q4)o.
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OZNACZENIA.
Dla elementéw x4, ..., x,, n > 3, algebry Liego definiujemy [z, ..., ;]
indukcyjnie wzorem

(1, ..., Tp) = [21, [X2, ..., T4)]-

OzNACZENIA (BAROT/KUSSIN/LENZING).

Dla formy kwadratowej q : Z! — Z przez G(q) oznaczaé¢ bedziemy

algebre Liego generowana przez elementy f; (i € I), f_; (i € I), h;

(1 € I) spelniajace nastepujace relacje

(1) [hs, h;] = 0 dla wszystkich ¢, j € I,

(2) [hi, f5] = ecijfe; dla wszystkich i,j € I oraz e € {+, —}, gdzie
cij = qlei +e;) —qle) — qlej),

(3) [feis [oei] = €h; dla wszystkich i € I oraz € € {+, —},

(4) [feyiss -+ feris) = 0 dla wszystkich iy,...,4 € I oraz e1,...,6; €
{+, =} takich, ze ¢(3_;c 4 €565,) > 1.

Przez G*(q) oznaczamy podalgebre Liego algebry G(q) generowana

przez elementy f.;, ¢ € I.

OZNACZENIA.
Dla formy kwadratowej q : Z! — Z definiujemy algebre .Z(q) jako
algebre Liego generowang przez elementy v; (i € I) spelniajace relacje

[Viyy -y, ] dla iy, ... 4, € I takich, ze q(e;, + -+ +€;,,) = 1 oraz
qles, +---+e,,) # 1L
TWIERDZENIE.

Niech A bedzie algebra reprezentacyjnie skierowana. Wtedy homomor-
fizm F : Z(qa) — K(A) dany wzorem F(v;) := w;, i € (Qa)o, jest
izomorfizmem algebr Liego. Ponadto, gdy forma g4 jest nieujmnie okre-
$lona, to algebry Liego -£(qa) oraz G*(qa) sa izomorficzne.

OZNACZENIA.
Niech ¢ : Z! — Z bedzie formg kwadratows dodatnio okreslong. Niech

ry = {[vi,v] 0,5 € Iiq(e;+e;)#1}

ULlvs, [vi,v5]] - 4,5 € Tiq(e; +¢5) = 1}
oraz ry bedzie zbiorem wszystkich elementéw postaci [v;,, ..., v;, | ta-
kich, ze iy # 4; dla wszystkich k,1 € [L,m], k # [, q(e;; +e;,,,) < 2
dla wszystkich j € [1,m — 1], q(e;, +e;,,) > 2, oraz q(e;, +¢;,) = 2 dla
wszystkich k,l € [1,m], 1 < |k —1| < m — 1. Przez £'(q) oznaczamy
iloraz wolnej algebre generowanej przez elementy v; (i € I) przez ideal
generowany przez zbiér r; U ro.

TWIERDZENIE.
Jedli forma ¢ jest dodatnio okreslona, to algebry Liego Z(q) i -Z'(q)
sg izomorficzne.



