O UOGOLNIONYCH CB-DEGENERACJACH

NA PODSTAWIE REFERATU STANISEAWA KASJANA

Referat przedstawia wyniki uzyskane wspoélnie z Adamem Hajdukiem.

ZALOZENIE.
Przez caly referat k oznaczaé bedzie ustalone cialo algebraicznie do-
mkniete.

OZNACZENIA.
Dla d € N symbolem alg,(d) oznacza¢ bedziemy pozdbiér przestrze-
ni k% zlozony z punktéw, ktére odpowiadaja stalym strukturalnym
d-wymiarowych tacznych k-algebr z jedynka. Zbiér alg,(d) ma struk-
ture rozmaitosci afinicznej. Dla punktu ¢ € alg,(d) symbolem A(c)
oznaczmy algebre okreélong na przestrzeni k¢ przy pomocy statych c.
Na rozmaitosci algy(d) dziata grupa GL(d) w taki sposéb, ze GL(d) -
¢ = GL(d) - ¢ dla punktéw ¢, € alg,(d) wtedy i tylko wtedy, gdy
Ac) =~ A(d).

DEFINICJA.
Algebre Ay nazywamy degeneracjg algebry A;p, jesli istnieja liczba d €
N oraz punkty cg,c; € alg,(d) takie, ze Ay ~ A(cy), A1 ~ A(c) i
Cy € GL(d) - C1.

PRZYKLAD.
Poniewaz

kX k \ £ 0,
K[T)/(T?) A =0,

wiec algebra k[T]/(T?) jest degeneracjq algebry k x k.

KT)/(T - (T = \) = {

DEFINICJA.
Algebre Ay nazywamy CB-degeneracjg algebry Aj, jesli istniejg rozma-
ito$¢ afiniczna X, otwarty i gesty podzbior U C X, punkt zy € X,
algebra A i funkcje regularne fq,..., f, : X — A takie, ze

A/(fi(@), ... frlz) > Ay
dla kazdego punktu x € U i

A/(fi(mo), .., fr(m0)) = Ao.

TWIERDZENIE (HAJDUK).
Jedli algebra Aj jest CB-degeneracjg algebry A;, to
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(2) jesli dimg Ag = dimy Aq, to algebra Ay jest degeneracja algebry
A17
(3) istnieje algebra pélprosta S taka, ze

Ag/radAO ~ Al/radAl x S.

WNIOSEK.
Algebra k[T]/(T?) nie jest CB-degeneracja algebry k x k.

DEFINICJA.
Algebre Ay nazywamy uogoélniong CB-degeneracja algebry Ay, jesli ist-
niejg rozmaito$¢ afiniczna X, otwarty i gesty podzbiér U C X, punkt
xo € X iskonczona k[X]-algebra o7 (tzn. k[X]-algebra, ktora jest skon-
czenie generowana jako k[X]-modul) takie, ze &/* ~ A; dla kazdego
punktu xz € U i &/*° ~ Ay, gdzie dla punktu z € X definiujemy

o = K[X)/{f € KX : f(z) = 0} @upx) .

PRZYKLAD.
Niech () bedzie kotczanem

o&ogﬁ

o = K[T|Q/(af 5 — T - ).
Wtedy

L x #0,
- kQ/(B?) x =0,

xT

gdzie @' jest kotczanem

oL o

Stad kQ/(?%) jest uogdlniona CB-degeneracja algebry kQ'. Zauwazmy,
ze kQ/(3%) nie jest ani degeneracja ani CB-degeneracja algebry kQ'.

TWIERDZENIE.
Jesli algebra Ay jest ugdlniona CB-degeneracja algebry A; i dimy Ay =
dimy A;, to algebra Aq jest degeneracja algebry A;.

DEFINICJA.
Niech X bedzie nieprzywiedlng rozmaitoscia afiniczng zdefiniowang nad
algebraicznie domknietym podciatem L ciata k. Punkt z € X nazywa-
my L-generycznym, jesli dla dowolnej funkeji H € L[X]| spelniony jest
nastepujacy warunek: H(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy H(y) = 0 dla
wszystkich punktow y € X.
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UWAGA.
Niech X bedzie nieprzywiedlng rozmaitoscig afiniczng zdefiniowang nad
algebraicznie domknietym podciatem L ciata k.

(1) Grupa Gal(k/L) dziata tranzytywnie na zbiorze punktéw L-gene-
rycznych w rozmaitosci X.

(2) Zbiér punktéw generycznych w rozmaitosci X jest rowny przekro-
jowi wszystkich niepustych zbioréw otwartych w zbiorze X zdefi-
niowanych nad ciatem L.

(3) Jesli V jest podzbiorem konstruktywnym rozmaitosci X zdefinio-
wanym nad ciatem L zawierajacym punkt L-generyczny, to zbior
V' jest gesty.

TWIERDZENIE.
Niech X bedzie nieprzywiedlng rozmaitoscia afiniczna zdefiniowang nad
algebraicznie domknietym podciatem L ciata k. Jedli tr.deg; k = oo,
to istnieje punkt L-generyczne w rozmaitosci X.

DowoOD.
Ustalmy liczbe n € N taka, ze X C k". Istnieje L-wlozenie cial o :
L(X) C k. Wtedy punkt (o(X1),...,0(X,)) jest punktem L-generycz-
nym w rozmaitosci X. O

PRZYKLAD.
Niech &7 = k[T, S|/(T - S —1). Wtedy algebra o7 nie jest skoficzenie
generowanym k[7T]-modulem, ale dim; &/* < 1 dla kazdego punktu
x € k. Zauwazmy takze, ze algebra o/ jest skonczenie generowanym
k[T, T~']-modutem.

LEMAT.
Niech I bedzie ideatem w algebrze k(Ti,...,Ts) oraz d € N. Jesli
dimy(A/I) < d, to modulo I kazdy jednomian stopnia d jest kom-
binacjg liniowa jednomianéw stopni mniejszych niz d.

LEMAT.
Niech Y bedzie nieprzywiedlng rozmaitoscig afiniczng oraz A : YV —
M,sn(k) 10 :Y — E™ funkcjami regulalnymi. Jesli istnieje podzbiér
gesty D taki, ze dla kazdego punktu y € D istnieje wektor x € k™ taki,
ze A(y) -« = b(y), to istnieja otwarty i gesty podzbiér V' C Y i funkcja
regularna x : V' — k" takie, ze A(y) - z(y) = b(y) dla kazdego punktu
yeV.

TWIERDZENIE.
Niech X bedzie nieprzywiedng rozmaitoscig afiniczng i &7 bedzie skon-
czenie przedstawialna k[X]-algebra. Zalézmy, ze cialo k£ ma nieskon-
czony stopien transcendencji nad swoim podciatem prostym kg. Jesli
istnieja liczba d € N oraz otwarty i gesty podzbior U C k takie, ze



dimy, @7* < d dla kazdego punktu x € U, to istnieje wielomian h € k[X]
taki, ze algebra 7, jest skonczenie generowanym k[X],-modutem.

DowOb.
Niech
o = k[ X|(Th,...,Ts)/(F1, ..., F,).
Istnieje podcialo algebraicznie domkniete L ciata k takie, ze zbiory
X, U i wielomiany Fi, ..., F, sa zdefiniowane nad cialem L oraz
tr.deg, L < oo. Zauwazmy, ze wtedy tr.deg, k = oo. W szczegél-
nosci, istnieje punkt L-generyczny x w rozmaitosci X. Zauwazmy, ze
rzel.

Dla liczby m € N niech M,, oznacza zbiér jednomianéw stopnia m
w algebrze k(Ti,...,T;). Podobnie definiujemy zbiory M, i M.
Dla liczby m € N definiujemy zbiér V,, jako zbiér wszystkich punktow
y € k, dla ktorych dla kazdego jednomianu 7 € M, istniejg skalary
ap €k, p € Mcg, 107, €k, j€[l,r], v,V € Mgy, takie, ze

T = Z a;-,u—FZ Z Vv Fi(y)- V.
HEM g4 JEL,rl v EM<py,
Zauwazmy, ze U C |J,,cn Vims zatem istnieje liczba m € N taka, ze
r € V,,. Wtedy zbior V,, jest gesty w rozmaitosci U, zatem istnieja
funkcja h € L[X] oraz funkcje regularne a], € k[V], p € M4, 7 € My,
167, €kV],jel[l,r], v,V € Mc,,, T € My, takie, ze

]7”7”
_ T T /
T= E a, - p+ E E j%y,-y-Fj(y)-y
M6M<d jE[l,T‘] V,I/’GMSm

dla kazdego punktu y € V, gdzie V := {x € X : h(z) # 0}. Wtedy
algebra 47, jest skonczenie generowanym k[X],-modutem, co konczy
dowdd.



