ROWNANIA DOMKNIEC ORBIT KOWYMIARU
JEDEN

NA PODSTAWIE REFERATU NGUYEN QUANG LOCA

ZALOZENIE.
Przez caly referat k oznacza¢ bedzie ustalone cialo algebraicznie do-
mkniete.

TWIERDZENIE.
Zatozmy, ze char k = 0.
Niech N € repg(d) dla kotczanu @ i wektora wymiaru d. Jesli ideat

Ann(N) jest dopuszczalny, to rozmaito$é @y jest nieregularna hiper-
powierzchnia wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z nastepujacych
warunkow:

(1) Ann(N) =0 i dimy Exto (N, N) = 1.
(2) Ann(N) = (¥*) dla petli v w kolczanie Q takiej, ze ds, = 2 i
Extyq /2 (N, N) = 0.
(3) Ann(N) = (p) dla relacji p w kotczanie @) takiej, ze ds, =1 = d,,
i Extyg i, (N, N) =0.
UWAGA.

Przy oznaczeniach powyzszego twierdzenia wiadomo, ze & (On) =
(tr X, det X,) w przypadku (2) i #(Oy) = (X,) w przypadku (3).

§1. POLNIEZMIENNIKI KOLCZANOW

TWIERDZENIE (DONKIN).
Niech () bedzie kolczanem i d wektorem wymiaru. Wtedy algebra
k[repq(d)]“M9) jest generowana przez funkcje postaci tr(X,) dla cy-
kli zorientowanych v w kolczanie Q.

Niech () bedzie kotczanem i d wektorem wymiaru. Wiadomo, ze

klrepg(d)MY =S1(Q.d) = € SI(Q,d),,

X€X(GL(d))

gdzie dla charakteru x € X(GL(d)) definiujemy

SI(Q,d), = {f € klrepo(d)] :
g* f=x(g) - f dla wszystkich elementéw g € GL(d)}.
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Mamy epimorfizm Z% — X (GL(d)) dany wzorem

A= (g [ det(g:)™).
i€Qo
Powyzszy epimorfizm jest izomorfizmem, jesli wektor d jest wierny.
Wiadomo tez, ze grupe Z9 mozemy utozsamiaé¢ z grupg (Z%°)* =
Homgz(Z9 7). Zauwazmy, ze jesli p € (Z9)* i SI(Q,d), # 0, to
u(d) = 0. Wynika to z faktu, ze podgrupa grupy GL(d) zlozona z
macierzy postaci (A - Id) dla elementéw A € k* dziata trywialnie na
przestrzeni repg(d), a wiec takze na pierscieniu kfrepg(d)].

DEFINICJA.
Niech @ bedzie kotczanem oraz d i e wektorami wymiaru takimi, ze
(e,d) = 0. Dla reprezentacji V' € repg(e) i W € repg(d) rozwazmy
odwzorowanie

dyy @ Homy, (k% k%) — @ Homy, (ks k%)

1€Qo acQq

dane wzorem f — (fioVa — Wafsa). Ustalajac bazy w przestrzeniach

P Homy (k k%) 1 €D Homy (k™ k%)

1€Q0 acQ1

definiujemy funkcje regularng c : repg(e) x repg(d) — k wzorem
¢(V,W) := detdy,. Dla ustalonej reprezentacji V' € repy(e) definiu-
jemy funkcje regularng ¢ € kfrepg(d)] wzorem ¢' := ¢(V, —).

UWAGA.
Jesli V' 1 W sa reprezentacjami kotczanu @ oraz (dimV,dim W) = 0,
to ¢(V, W) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Homyq(V, W) # 0.

LEMAT (SCHOFIELD).

Niech @) bedzie kotczanem oraz d i e wektorami wymiaru takimi, ze
(e,d) = 0. Jedli V € repg(e), to ¢ € SI(Q, d)e,)-
TWIERDZENIE.

Niech @) bedzie kotczanem i d wektorem wymiaru.

(1) Jesli SI(Q,d), # 0, to istnieje wektor wymiaru e taki, ze y =
<e7 _>'

(2) Jesli e jest wektorem wymiaru takim, ze (e,d) = 0, to przestrzen
liniowa SI(Q, d) e,y jest rozpieta przez przez péiniezmienniki v
dla reprezentacji V' € repg(e).

UWAGA.
Istnieja potniezmienniki, ktére nie sa postaci ¢” dla reprezentacji V.

UWAGA.

Niech @) bedzie kotczanem oraz d i e wektorami wymiaru takimi, ze
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(e,d) = 0. Wiemy, ze
ce SI(QJ e)—<—,d> ® SI(Q7 d)(e,—)'

W szczegolnosei, funkcja ¢ indukuje odwzorowanie liniowe
(I)<C) : DSI(Q76)*<f,d) - SI<Q7d)<e,7)

dane wzorem

D(c)(p) = (p@1d)(c),

tzn. jeSlic =Y. fi ® gi, to ©(c)(p) := >, ¢(fi) - g;- Mozna pokazac, ze
®(c) jest izomorfizmem. W szczegdlnoscei,

dimy, SI(Q, e)_(_a) = dimy, SI(Q, d) e,y

§2.  GIT-ILORAZ DLA KOLCZANOW

DEFINICJA.
Dla grupy reduktywnej G dzialajacej na rozmaitosci X ilorazem X//G
nazywamy rozmaitosé¢ Spec(k[X]“). Odwzorowanie X — X//G odpo-
wiadajace wlozeniu k[X]% — k[X] nazywamy odwzorowaniem ilorazo-
wym.

PRZYKLAD.
Jedli @ jest kotczanem bez zorientowanych cykli, to repg(e)// GL(e) =

{}.

DEFINICJA.
Dla grupy reduktywnej G dzialajacej na rozmaitosci X oraz charakteru
X € X(G) definiujemy

X// G := Proj (@ k[X}Sn>.

neN
UWAGA.
Jesli G jest grupa reduktywna dzialajaca na rozmaitosci X, to X//1G =
X//G.
UWAGA.

Jesli X//G = {x} dla grupy reduktywnej G dzialajacej na rozmaitosci
X, to rozmaitos¢ X//,G jest rzutowa dla dowolnego charakteru x €
X(G).

DEFINICJA.
Dla grupy reduktywnej GG dzialajacej na rozmaitosci X oraz charakteru
X € X(G) definiujemy zbiér otwarty
Xxsst= Iy e X 1 f(z) # 0 dla pewnej funkcji f € k[X]fn
i pewnej liczby n € N }.



Odwzorowanie

XwﬁaxH<feQBum%;ﬂm:w)eXN¢;

neN
nazywamy odwzorowaniem ilorazowym.

UWAGA.
King pokazal, ze jedli ) jest kolczanem, e wektorem wymiaru, u €
(Z9)* 1V € repgle), to V € repg(e)* ™" wtedy i tylko wtedy, gdy
u(dim V) = 0 oraz u(dimU) < 0 dla kazdej podreprezentacji U re-
prezentacji V.

PRZYKLAD.
Jesli @ jest ugdlnionym kotczanem Kroneckera (z m strzatkami), e =

(1,d) i = (d,—1), to repg(e)//, GL(e) = Gr(d, m).
§3.  ROWNANIA DOMKNIEC ORBIT KOWYMIARU 1

ZALOZENIE.
W tym paragrafie bedziemy zaktadaé, ze @) jest ustalonym kotczanem
bez zorientowanych cykli,d € Z% i N € repg(d), przy czym dim Oy =
dimrepg(d) — 1.

LEMAT.
Jesli n € N4, to zbior

{W € repg(n - d) : istnieja reprezentacje W1, ..., W, € repy(d)

takie, ze W ~ @ WZ}

i€[1,n]
jest gesty w rozmaitosci repg(n - d).
DowOD.
Niech (dy, ..., d,,) bedzie rozktadem kanonicznym wektora d. Istnienie

orbity kowymiaru 1 w rozmaitosci repg(d) implikuje, ze (d;, d;) > 0
dla kazdego indeksu i € [1,m]|. W konsekwencji rozklad kanoniczny
wektora d ma postac

(di,...,di, ..., dus. . diy),

-— -~
n razy n razy

co konczy dowdd. U

LEMAT. -
Istnieje wielomian taki, ze (0 y) = (F).

Dowop.
Wynika natychmiast z faktu, ze dim &y = dimrepg(d) — 1 oraz zbiér
Oy jest nieprzywiedlny. O
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ZALOZENIE. o
Przez reszte paragrafu ustalmy wielomian F' taki, ze Z (O y) = (F).

LEMAT.
Wielomian F' jest nierozktadalny oraz istnieje charakter x taki, ze F' €

SI(Q,d),y.

DowOD.
Pierwsza czesé jest konsekwencja nieprzywiedlnosci zbioru @y. Druga
wynika z faktu, ze wielomiany F' i g * F' majg te same zbiory zer dla
dowolnego elementu g € GL(d). g

LEMAT.
dim SI(Q, d)x < 2.

DowOD.
Zauwazmy najpierw, ze jesli v € SI(Q,d), i v(N) =0,tov = X-F dla
pewnego elementu A € k. Istotnie, z pierwszych dwoch zatozen wynika,
ze u = h - F dla pewnego wielomianu h. Ponadto, h € SI(Q,d); = k,
co konczy dowod tezy.

Zatézmy teraz, ze u,v € SI(Q,d),. Pokazemy, ze warstwy wielomia-
néw u i v sg liniowo zalezne modulo F'. Jedli u(N) = 0, to teza wynika
natychmiast z powyzszej obserwacji. W przeciwnym wypadku, korzy-
stajac ponownie z powyzszej, obserwacji otrzymujemy, ze wielomian

v — ZE%; -u jest zerowy modulo F', co konczy dowod. O
Ustalmy wektor wymiar e taki, ze x = (e, —) i niech p := —(—,d).
Poniewaz

dimy SI(Q, e),, = dimy, SI(Q, d),, = 2,
wiec naturalne odwzorowanie
S(SI<Q7 e),u) - @ SI<Q7 e)n-u
neN

jest monomorfizmem. 7 drugiej strony, wykorzystujac pierwszy z lema-
tow tego paragrafu mozna pokazaé¢, ze musi by¢ ono epimorfizmem, a
wiec ostatecznie jest ono izomorfizmem. W szczegodlnosci,

repg(e)//, GL(e) = B(DSI(Q, e),.).
Niech

T repg(e)! ™ — P(D SI(Q, e),.)
bedzie odwzorowaniem ilorazowym.

STWIERDZENIE.
Jesli V' € repg(e) ™, to



DowoOD.
Niech ¢ =Y. f; ® h;. Wtedy

vV = Zfi(V) - h.

7, drugiej strony

(V) = [¢]
dla funkcjonatu ¢ € D SI(Q,e), takiego, ze ¢(h) = 0 dla wszystkich
funkeji h € SI(Q, e), takich, ze h(V) = 0. Zauwazmy, ze

o(c)(p) = Z w(fi) - hi.

Dla dowodu wystarczy pokazac, ze wektory (f;(V)) i (¢(f;)) sa liniowo
zalezne. W tym celu dla dowolnych indekséw ¢ i j rozwazmy funkcje

f=rV)-fi= V) fi
Wtedy f(V) =0, skad ¢(f) = 0, co oznacza, ze
V) 0] _
det La(f» @(fj)] -0
i konczy dowdd. U

WNIOSEK. -
Istnieje reprezentacja V € repg(e)* ™" taka, ze I (Oy) = (V).

STWIERDZENIE. o
Jedli V' € repg(e) ™" jest takg reprezentacja, ze S (Oy) = (¢V), to
reprezentacja V' jest prosta w kategorii
{X € 1epQ : istnieje reprezentacja W € repy(d) taka,
ze Homyq (X, W) = 0 = Extyo (X, W)}.
W szczegélnosci, Endyg (V) = k.

DowOD.
Wiynika z nierozkladalnogci wielomianu c". U

LEMAT.
Jesli V, V' € repg(e)* ™" s takimi reprezentacjami, ze

(V) =2 (On) = ("),
to V= V',
DowoOD.
Z wczesniejszych rozwazan wynika, ze (V) = m(V'), zatem teza wyni-
ka z wlasnosci odwzorowania 7 oraz poprzedniego stwierdzenia, ktore
implikuja, ze 7 }(7(V)) = Oy. O
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LEMAT. o
Jesli V' € repg(e)” ™" jest taka reprezentacja, ze .#(On) = (c

dimy, Exty (V, V) = dim, SI(Q, d), — 1.

V), to

DowOD.
Mamy cigg rownosci

dimy, Ext,ng(V, V) = dimrepg(d) — dim Oy
= dim 7 (7(V)) + dim P(D SI(Q, e),.) — dim O
= dim Oy + dim D SI(Q, e), — 1 — dim Oy,
= dim SI(Q,d), — 1,
ktory konczy dowod.



