ROWNANIA WYZNACZNIKOWE OPISUJACE
DOMKNIECTA ORBIT

NA PODSTAWIE REFERATU GRZEGORZ ZWARY

ZALOZENIE.
Przez caly referat k bedzie oznacza¢ ustalone cialo algebraicznie do-
mkniete.

1. IDEALY WYZNACZONE PRZEZ MINORY

ZALOZENIE.
Przez caly paragraf R bedzie oznaczaé¢ ustalony pierscien przemienny.

DEFINICJA.
Niech U € M,«,(R), p,q € N. Dla liczby ¢ € [1, min(p, q)] przez #,(U)
oznaczamy ideal pierscienia R generowany przez wszystkie ¢ X t-minory
macierzy U. Ponadto definiujemy #(U) := R oraz % (U) := 0 dla
liczby ¢ € [min(p, q) + 1, co[. Zauwazmy, ze

F(U) € A4(U)
dla kazdej liczby ¢ € N.

LEMAT.
Jesli U € Mpxq(R) 1Ve MqXT(R), p,q,7 € N, to

J(U-V) S AU) #(V) C AU)N (V)
dla kazdej liczby t € N.

DowOD.
Wystarczy wykorzystaé tozsamosé

(U-V)kr = Z Uk,n - VN

majaca miejsce dla dowolnych podzbioréw K C [1,p] i N C [1,r] ta-
kich, ze |K| =t = |N|. O

WNIOSEK.
Jesli U € Myxp(R), V € My (R) i W € Myu(R), p,q € N, oraz
macierze U i W sg odwracalne, to

S(U-V-W) = (V)
dla kazdej liczby ¢t € N.
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LEMAT.
Jesli U € My, (R) 1V € M, «s(R), p,q,7,s € N, oraz
U 0
[

to
T (W)= AU) - (V)
1€[0,t]

dla kazdej liczby t € N.

WNIOSEK.
JesiU € Mpyq, p,g €N, s € N i

el 1],

0 1,
to

F (W) = F-s(U)
dla kazdej liczby t € [s, o0.

§2. IDEALY WYZNACZONE PRZEZ MINORY I ELEMENTY ALGEBRY

ZALOZENIE.
Przez caty paragraf A bedzie oznaczac ustalong skonczenie wymiarowa
algebre oraz d € N. Ponadto R := k[mod4].

OZNACZENIA.
Dla modutu M € mod%(k) oraz macierzy a € M, (A), p,q € N,
definiujemy macierz M (a) € M,,.4xq.4(k) W oczywisty sposob.

LEMAT.
Jesli M, N € mod%(k) i M ~ N, to rk M(a) = tkN(a) dla kazdej
macierzy a € M,,»,(A).

WNIOSEK. -
Jesli M, N € mod%(k) i N € Oy, to tkN(a) < kM (a) dla kazdej
macierzy a € M,,(A).

DEFINICJA.
Niech X € mod‘i(R) bedzie elementem odpowiadajacym odwzorowa-
niu 1 przy izomorfizmie

mod% (R) ~ Homy, (R, R).
W szezegblnosei, dla kazdego elementu a € A mamy macierz X (a) €
My (R). Zauwazmy, ze X (a)(M) = M(a) dla kazdego modutu M €
mod® (k). Dla macierzy a € M,,,(A) definiujemy macierz X(a) €
M,.axq.4(R) W oczywisty sposéb.
Ustalmy modut M € mod?% (k). Dla macierzy a € M, 4xq.a(R) definiu-
jemy ideat

Ina = Facm(a)+1(X(a))
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pierscienia R. Zauwazmy, ze
Iva C I(Oy).

Wreszcie definiujemy

jM = ZjM,a

oraz przez 6y oznaczamy domkniety podschemat schematu modi wy-
znaczony przez ideat #y;.

UWAGA.
Jesli A jest algebra skonczonego typu reprezentacyjnego lub ilorazem
dziedzicznej algebry oswojonego typu reprezentacyjnego, to

VI = I (G

dla kazdego modutu M € mod (k). Dodatkowo, jesli A jest ilorazem
algebry drog kotczanu Dynkina typu A, to

Iy =I(Oy)
dla kazdego modutu M € mod? (k).

OZNACZENIA.
Dla macierzy a € M,.,(A), p,q € N, oznaczamy przez v, odwzorowanie
AP — A% wyznaczone przez macierz a”.

LEMAT.
Niech M € mod (k) oraz a € M,x,(A)ia" € My, (A),p,q,p',q¢ € N.
Jesli
Coker(vy) =~ Coker(vy ),
to
fM,a = jM,a/-
DowOD.
Niech
fi=v, i = v
oraz

g : A? — Coker(f) i ¢ :A?— Coker(f")
beda odwzorowaniami ilorazowymi. Ustalmy izomorfizm
¢ : Coker(f) — Coker(f")

i niech & := ¢71. Istnieja homomorfizmy

hiAT— AT i B AT - A
takie, ze

Eog=g oh i Eog =goh.
Podobnie, istnieja homomorfizmy

[: AP — AY i U AY AP



takie, ze
hof=fol i Wof =fol.
Wreszcie, istniejag homomorfizmy
AT AP i AT o AV
takie, ze
1y, —hoh=foyp i 1Aq,—hoh’:f’ogp’.

Powyzsze rownosci prowadza do réwnosci
foO0p_|=h foe| |ff 0| |-l ¢
0 1,0 |law R 0 14 f n

(R R RN R R P
0 1ao|  |lae W 0 Lyl| |f &

W szczegblnosci

sy =5 ([, ])
_ s ({Xga' ) |) = Feaxa

1Rd<q

dla dowolnej liczby t € [max(d - q,d - ¢'), 00|. Zauwazmy, ze mamy ciag
doktadny

0 — Hom4(Coker f, M) — k%7 —= M)
skad wynika, ze

rk M(a) = d - ¢ — dimy, Hom 4 (Coker f, M).

M@, v,

Analogicznie pokazujemy, ze
rk M(a') = d- ¢’ — dimy Hom4(Coker f, M),
zatem teza wynika z powyzej réwnosci zastosowanej dla
t:=d-q+d-q¢ +1—dimy Homu(Coker f, M). O

OZNACZENIA.
Niech M € mod® (k). Jedli L jest A-modutem, to definiujemy

I, = Coker Sy 4,
gdzie a € Ml,»,(A) jest taka macierzg dla pewnych liczb p,q € N, ze
Cokerv, ~ L.
Zauwazmy, ze
Z(Sr) = {N € modf(k) :

dimy, Hom4 (L, N) > dimy Homy4 (M, N)}.
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LEMAT.
Niech M € mod® (k). Jedli L i L' sa A-modutami, to
Ivrer C Ivur+ v

DowOD.
Wystarczy wykorzystaé fakt, ze jesli L ~ Cokerv, i L' ~ Coker v, dla
macierzy a i a’, to

L@L'zCokery[a 0]- O

0 a’
WNIOSEK.
Jesli M € mod?(k), to

jM = Z fM,L~
Leind A
PRZYKLAD.
Jedli A :=k[X]/(X?) 1 M := A, to
EM - <%M>red - (mOdi)reda
ale

Istotnie

kmod?%] = k[ X1, Xo, X3, Xu] /(X] + Xo - X3, X1 - Xo + Xy - X3,
Xo - X3+ X3+ Xy, Xo - X3+ X3),
k(G = k[ X1, Xo, X3, X4] /(X7 + Xo - X3, X1 - Xo + Xy - X3,
XQ'X3+X3'X4,X2'X3+XZ;

Xi- Xy — Xy - X3),

k(O] = k[X1, Xo, X3, X4]/(Xq + X4, X1 - Xy — Xo - X3).
63. PRZESTRZEN STYCZNA

ZALOZENIE.
Przez caty paragraf A bedzie oznaczac ustalong skonczenie wymiarowa
algebre oraz d € N. Ustalmy takze moduly M € mod% (k)i N € € (k)
oraz niech

F :={L €ind A : dimy Homy (L, M) = dimg Hom, (L, N)}.

STWIERDZENIE.
Niech Z € Z4(N, N). Wtedy Z € Tx6y wtedy i tylko wtedy, gdy

dimy, Hom4(L, N%) = 2 - dimy Hom4 (L, N)
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dla kazdego modutu L € .F, gdzie

z. _|N Z
v [V 7]

Réwnowaznie, Z € TnGy wtedy i tylko wtedy, gdy f o & = 0 dla
kazdych modutu L € % i homomorfizmu f € Homa(L, N), gdzie £
jest kanonicznym ciggiem

00— N—=>N? 5N —=0.

OZNACZENIA.
Dla modutu U € mod A definiujemy

EU,U) = {£ € Exty(U,U) : fo& =0 dlakazdych
modutu L € % i homomorfizmu f € Homyu(L,U)}.

WNIOSEK.
Schemat %), jest regularny w punkcie N wtedy i tylko wtedy, gdy

dimy &(N, N) = dimy, Ends(N) — dimy, End 4 (M).

OZNACZENIA.
Dla kazdego modutu U € mod A definiujemy ,uniwersalny” ciag do-
ktadny
0—=-Vy —>Wy—U—Q0,
gdzie
Wy = @D L @ Homa(L,U).
Le7
LEMAT.
Vy € add F wtedy i tylko wtedy, gdy Viy € add .# dla kazdego modutu
U € mod A.
STWIERDZENIE.

Schemat %), jest regularny w punkcie N wtedy i tylko wtedy, gdy
Vn € add.Z oraz &(M, M) = 0.



