ZWIAZKI ROZMAITOSCI SCHUBERTA Z
REPREZENTACJAMI KOLCZANOW

NA PODSTAWIE REFERATU GRZEGORZA ZWARY

Przez caly referat zaktadamy, ze K jest ustalonym cialem algebra-
icznie domknietym.

1. ROzZMAITOSCI FLAG

Dlaliczb n € N oraz a € [0, n] definiujemy rozmaitosé Grass(a,n) ja-
ko zbioér a-wymiarowych podprzestrzeni liniowych podprzestrzeni K™.
Mamy domkniete wlozenie Grass(a,n) — P(A*K™) dane wzorem

V= A"V (V € Grass(a,n)).
Zauwazmy, ze
| Grass(0,n)| =1 i Grass(1,n) ~ P(K")
dla kazdej liczby n € N. Ponadto, jeslin € Nia € [0,n], to
Grass(n — a,n) ~ Grass(a,n).

Ustalmy n € N i a € [0,n]. Mnozenie GL(n) x K™ — K" indukuje
tranzytywne dzialanie grupy GL(n) na rozmaitosci Grass(a,n). Dla
k € [0,n] definiujemy podprzestrzen Ey C K™ wzorem

Ey :=span(ey, ..., eg).
Wtedy

Stab(E,) = P(a,n — a),
gdzie dla ciagu (ay,...,a,) € N takiego, ze a; + ... + a,, = n defi-
niujemy grupe P(aq, ..., a,) jako zbiér macierzy g € GL(n) takich, ze
g(i,7) = 0 dla wszystkich 7, j € [1, n] takich, ze istnieje indeks [ € [1,m)]
taki, ze

j<ar+ -+ a <.
Zatem
Grass(a,n) ~ GL(n)/P(a,n — a).

Z drugiej strony, niech Mono(a, n) bedzie zbiorem n X a-macierzy rze-

du a. Mamy dziatanie grupy GL(a) na rozmaitosci Mono(a,n) dane
wzorem

gxf=7Ffogt  (g€CGL(a), f € Mono(a,n)).
To dziatanie jest wolne i
Mono(a,n)/ GL(a) ~ Grass(a,n).
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Ponadto, ztozenie
Mono(a,n) —» Grass(a,n) — P(A*K"™)

jest dane wzorem

[ (det fr)rcpm
[I|=a
Dla przyktadu, obrazem wlozenia Grass(2,4) C P(A2K*) jest hiperpo-
wierzchnia zadana przez réwnanie

Xig-X3g— X3 -Xog+ X4 Xo3=0.

Ustalmy teraz liczbe n € N oraz ciag (aq,...,a,) € N taki, ze a; <
a;41 dla kazdego indeksu ¢ € [1,b — 1] i @, = n. Definiujemy zbidér
Flag(ay,...,a) jako zbiér wszystkich ciagéw (V1,...,V},) przestrzeni
liniowych takich, ze dim V; = a; dla kazdego indeksu i € [1,5], V; C Vi
dla kazdego indeksu i € [1,b — 1] oraz V, = K™. Jest to podzbiér
domkniety w produkcie

Grass(aj,n) x - -+ x Grass(ap, n),

zatem jest to rozmaitosé¢ rzutowa. Grupa GL(n) dziala tranzytywnie
na rozmaitosci Flag(ay, ..., ap). Jesli

FE = (Eala “e 7Ea1+~~~+ab)a
to Stab ' = P(ay,...,a), a wiec
Flag(ai,...,a,) ~ GL(n)/P(aq, ..., ap).

Niech
B(n) :=P(1,...,n).

W rozmaitosci Flag(ay, . . ., a,) mamy skonczenie wiele B(n)-orbit, kto-
rych domkniecia nazywamy rozmaitosciami Schuberta.

Dla przyktadu, jesli n € N, to w rozmaitosci P(K™) mamy n B(n)-
orbit: dla kazdej liczby k € [1,n] zbior

X, == {x € P(K"™)
xy, # 01 2; = 0 dla kazdego indeksu i € [k + 1,n]}

jest B(n)-orbita. Ponadto, jesli k,1 € [1,n], to X C X; wtedy i tylko
wtedy k < [. W rozmaitosci Grass(2,4) mamy 6 B(4)-orbit. Dla kazdej
pray (k,l) € [1,4] takiej, ze k < [ niech Y, bedzie B(4)-orbitg prze-
strzeni span(ey, e;). Wszystkie B(4)-orbity w rozmaitosci Grass(2,4) sa
tej postaci. Jedli k,1,p,q € [1,4], k < lip < g, to Yy, CY,, wtedy
i tylko wtedy k < p il < q. Wreszcie, przy dzialaniu grupy B(n) na
rozmaitosci Flag(1,...,n) mamy n! orbit.
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2. REPREZENTACJE KOLCZANU DYNKINA TYPU A

Ustalmy liczbe n € N i niech @) bedzie nastepujacym kotczanem

a1 Qn
[ [ s ® [
1 2 n—1 n

Ustalmy wektor wymiaru d € N”. Dla reprezentacji V' € repg(d) oraz
k,l € [1,n] definiujemy macierz Vj,; wzorem
Vo i Vo, k<l
Via == Idgr k=1,
0 k>

Definiujemy odwzorowanie ® : repy(d) — GL(q), gdzie ¢ :=dy + - - +
d,,, wzorem

SV)di+...+diy+i,di + ..o+ dimr + §) = Via(4, )

(kal € [Ln]? (S [17dl]7 ] € [Ldk])
Zelevinsky pokazal, ze odwzorowanie ® indukuje odwzorowanie
repg(d) — GL(q)/P(dy, ..., d,) = Flag(dy, ..., dy,).

Dla kotczanu @ i wektora wymiaru d € N?0 definiujemy rozmaitoéé
mono-repg(d) jako otwarty podzbiér rozmaitosci repg(d) ztozony z
tych V', dla ktérych rk V,, = d,, dla kazdej strzalki o € Q)1. Jeslin € N,

Q = < ? 5 o .. () % )

n—1

id:=(1,...,n), to grupa GL(d) dziala tranzytywnie na rozmaitosci
mono-repg(d). Ponadto, jesli odwzorowanie ¢ : B(n) — GL(d) dane
jest wzorem

(P(g)e(i,5) == g(i,5)  (ke[l,n], i,j€[lk]),
to
mono-repy(d) ~ GL(d)/B(n).
Z drugiej strony, jesli n € N,

Q:=(e . . o)

n—1

ide N przy czym d; < di41 dla kazdego indeksu i € [1,n — 1], to

grupa
H = GL(dl) X e X GL(dn_l)

dziata w spos6b wolny na rozmaitosci mono-repg(d) i
mono-repy(d)/H ~ Flag(dy, ..., d,).

Ustalmy teraz liczbe n € N oraz ciag (aq,...,a) € N taki, ze a; <
a;+1 dla kazdego indeksu ¢ € [1,b—1]1a, = n. Jesli Q jest nastepujacym
kotczanem

L] [ ] [ J e [ [
1 n=1  n=bt  (b-1) 2/ i

e
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d:= (1,2,...,n—1,n:ab,ab,1,...,a2,a1),

to GL(d)-orbity w rozmaitosci mono-repy(d) pozostaja w bijekcji z
B(n)-orbitami w rozmaitosci Flag(ay, ..., ap).

Podobnie, jesli n € N i a,b € [0,n], to istnieje bijekcja pomiedzy
B(n)-orbitami w produkcie Grass(a,n) x Grass(b,n) oraz GL(d) orbi-
tami w rozmaitoéci mono-rep(d), gdzie

oraz d := (1,2,...,n— 1,n,a,b).

3. AFINICZNE ROZMAITOSCI SCHUBERTA I NILPOTENTNE
REPREZENTACJE CYKLU

Przez caly paragraf n bedzie ustalona liczba naturalng. Niech
A= K[[t]] i F:=K((t)).
Krata w przestrzeni F™ nazywamy kazdy zbior postaci
Av@--- DA vy,

gdzie ciag (v1,...,v,) jest baza przestrzeni F". Dla ciagu (dy,...,dp)
takiego, ze dy + . ..+dy = n, definiujemy zbior F1(dy, ..., dy) jako zbiér
wszystkich ciagéw (Aq,..., Ay) krat w przestrzeni F™ takich, ze

N1 CA; 1 dimg A; /N1 = d;

dla kazdego indeksu ¢ € [1, hl, gdzie Ay := t-A;. Niech B bedzie grupa
wszystkich n x n-macierzy g o wspoétezynnikach w pierscieniu A takich,
ze (det g)(0) # 01 g(i,7) € t- A dla wszystkich indekséw 4, j € [1,n],
i < 7. Wtedy B-orbity w rozmaitosci F1(dy, . .., dy) oraz ich domkniecia
(ktére nazywamy afinicznymi rozmaito$ciami Schuberta) mozna trak-
towaé jako rozmaitosci quasi-rzutowe i rzutowe, odpowiednio. Istotnie,
jesli (Ay,...,Ap) € Fl(dy,...,dy), to istnieja liczby i, j € Z takie, ze

AlgEl i tAlgE],
gdzie dla liczby k € Z definiujemy
E, :ZA-ek@"'@A‘€k+(n—l)7

przy czym epn.. =t -e dlal € [l,n]iceZ.
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Niech teraz () bedzie kotczanem
2
an
10 -
(K ° %

i niech rep%(d) bedzie rozmaitoscig reprezentacji nilpotentnych kotcza-

nu (). Dla reprezentacji V' € rep%(d) definiujemy n x n-macierz V o
wzorem

Vidy+...+diqy+i,do+ ...+ dk1+7)
Voa (4, 7) l=Fk-1,
=t LV, (i,5) l=n—-1ik=0,
0 w przeciwnym wypadku,

(k,le[l,n], i€[l,d), j€[l,dg]).

Wtedy macierz V jest nilpotentna, zatem nastepujace odwzorowanie

n—1

t
repy(d) 3 V - - (Er, Ervays s Evvaye.ova, ) € Fl(dy, ... dy),

pochodzace od Lusztiga, jest poprawnie zdefiniowane.



