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l. Cykle Hamiltona

Jest to cykl w grafie, w ktorym kazdy wierzcholek grafu wystepuje tylko raz.

Grafy zawierajace cykl Hamiltona nazywamy hamiltonowskimi.

Cykl hamiltona. Niebieskie kropki to wierzchotki,

czerwone strzatki to droga wyznaczajaca cykl.

Il. Graf hamiltonowski.

Jest to graf zawierajacy $Sciezke (droge) przechodzaca przez kazdy wierzchotek
doktadnie jeden raz zwana $ciezka Hamiltona. W szczegolnos$ci grafem
hamiltonowskim jest graf zawierajacy cykl Hamiltona, tj. zamknigta Sciezke
Hamiltona. W niektorych zrodiach graf zawierajacy tylko $ciezk¢ Hamiltona

nazywany jest grafem péthamiltonowskim.

Aby lepiej zrozumie¢ wlasciwosci grafu hamiltonowskiego mozna si¢ postuzy¢
przyktadem komiwojazera, ktory chce odwiedzi¢ wszystkich swoich klientow, ale
tylko raz. Klienci, to wierzchotki grafu, a drogi miedzy nimi sg jego krawegdziami.
Jezeli graf jest hamiltonowski, to znaczy, ze komiwojazer moze obej$¢ wszystkich

klientow, bez mijania drugi raz zadnego z nich 1 wréci¢ do punktu wyjscia.



1. Przyktady graféow hamiltonowskich.

Grafem hamiltonowskim w szczeg6lnosci jest kazdy graf:
. pelny', posiadajacy przynajmniej 3 wierzchotki
- opisujacy wieloscian foremny

- bedacy nadgrafem grafu hamiltonowskiego

Graf hamiltonowski na
przyktadzie
dwunastoscianu
foremnego.

2. Ztozonos¢ czasowa.

Nie sa znane algorytmy umozliwiajace jednoznaczne rozwiazanie problemu
znajdowania najkrotszej mozliwej $ciezki Hamiltona w czasie wielomianowym? i
dziatajace dla wszystkich mozliwych graféw (problem $ciezki Hamiltona jest NP
zupelny®). W praktyce najczeSciej stosowane sa algorytmy genetyczne*, czesto

wykorzystywane w polaczeniu z heurystycznymi® (np. heurystyka najblizszego

Graf pelny — graf prosty, w ktérym dla kazdej pary wierzchotkéw istnieje droga migdzy nimi.

Z teorii ztozonosci obliczeniowe;j jest to czas, w ktorym algorytm wykona maksymalna, odpowiednia dla zapisu

ilo$¢ operacji podstawowych.

3 Najtrudniejszy problem klasy NP (probleméw rozwiazywalnych w czasie wielomianowym).

4 Algorytmy przypominajace swoim dziataniem zjawisko ewolucji. Przeszukuja one przestrzen alternatywnych
rozwigzan problemu w celu znalezienia rozwiazania najlepszego.

5 Metoda szukania rozwiazan, w ktdorej nie ma gwarancji na znalezienie rozwigzania optymalnego Iub bardzo czgsto

prawidlowego.

N —



sasiada). Sa to jednak metody dajace w wigkszosci jedynie rozwigzania bliskie
optymalnemu. Znalezienie najlepszego, mozliwego rozwiazania, zalezy giéwnie od
losci punktow oraz czasem szczgscia na skutek generacji populacji poczatkowej,

krzyzowania oraz mutacji w algorytmach genetycznych.

6 7
Przyktad cyklu Hamiltona
na podstawie grafu
Mycielskiego.

Problem ztozono$ci czasowej znajdowania rozwiazania problemu grafu
Hamiltonowskiego wiaze si¢ z brakiem twierdzenia takiego jak twierdzenie Eulera
dla graféw Eulera®. Owo twierdzenie pozwala w czasie liniowym (tj. zaleznym
liniowo od, w tym przypadku, liczby wierzchotkow) znalez¢ odpowiedz na pytanie,
czy graf jest eulerowski. W przypadku grafow Hamiltona twierdzenie takie

prawdopodobnie nie istnieje.

Znalezienie algorytmu znajdowania drogi Hamiltona w czasie wielomianowym
jest "Swietym Graalem" informatyki, i chociaz powstaly juz setki publikacji
opisujacych rzekomo taki wtasnie algorytm, problem jest nadal otwarty. Wedlug
znakomitej czgSci specjalistow taki algorytm nie istnieje ("gdyz, zgodnie z
rachunkiem prawdopodobienstwa, kto§ juz by taki algorytm znalazi"), jednak do
czasu udowodnienia, ze takowy algorytm nie istnieje, lub udowodnienia, ze taki

dowod nie moze zosta¢ przeprowadzony nalezy wstrzymac si¢ z kategorycznymi

6 Graf, w ktorym droga przechodzi przez kazda jego krawgdz doktadnie raz.



osadami.

3. Oznaczenia.

Niech G oznacza graf, VIG) zbior jego wierzchotkow, E(G) zbior krawedzi,

| A | moc zbioru’, ¥i pojedynczy (w tym przypadku i-ty) wierzchotek grafu a deg(v)

stopien wierzchotka (liczbg konczacych si¢ w nim krawedzi). Tradycyjnie oznacza

sie V(G| = 7 gpaz |E(G)] = m , zapis {v,u} bedacy zbiorem
dwuelemtowym wierzchotkdéw, uzywa si¢ do oznaczenia krawedzi migdzy viu (w
przypadku digrafow® jest to para uporzadkowana, gdyz liczy sie kolejnosé

oznaczajaca kierunek krawedzi).

llustracja 1: Graf skierowany
(digraf)

4. Indeksowanie wierzchotkow.

7 W teorii mnogosci termin, ktory okresla liczebno$¢ zbioru.

8 Graf skierowany, czyli uporzadkowana para zbioréw. Pierwszy to zbior wierzchotkow grafu, a drugi zbior krawedzi
(uporzadkowanych par wierzchotkow). Ruch po grafie mozliwy jest tylko w kierunkach wskazywanych przez
strzalki. Zobacz [lustracja 1.



Sciezka/cykl Hamiltona moze by¢ jednoznacznie wyznaczona przez
indeksowanie wierzchotkow - tj. nadanie im indeksow, powiedzmy %0> %1y« -3 Tn,
takich, ze istnieje sciezka Hamiltona przechodzaca w takiej wlasnie kolejnosci przez

wierzchotki grafu.

Gdy znane jest indeksowanie %0s%1,---»%n wyznaczajace $ciezke Hamiltona, to
znalezienie (lub potwierdzenie nieistnienia) cyklu Hamiltona jest trywialne 1
sprowadza si¢ do sprawdzenia, czy istnieje krawedz {vn,v0} - zajmuje to, w

nj 10

zalezno$ci od sposobu reprezentacji grafu’, czas staty lub of , gdzie n to liczba

wierzchotkow danego grafu.

5. Warunek konieczny

Jezeli graf G jest hamiltonowski to dla kazdego niepustego zbioru V° " zbioru

wierzchotkow V(G) zachodzi

w(V(G) — V) < |V

(@)

gdzie Y\~ oznacza ilo$¢ spojnych sktadowych'' grafu G.

6. Warunki wystarczajace.

Istnieja jednak twierdzenia pozwalajace na podstawie cech grafu, dostepnych
w czasie liniowym, stwierdzi¢ jednoznacznie, czy dany graf jest hamiltonowski.
Nalezy pamigtaé, ze jest to implikacja jednostronna - istnieje nieskonczenie wiele

grafow hamiltonowskich, ktore nie maja ponizszych cech.

9 Sposdb zapisu grafu, ktoéry umozliwia jego obrobke przy uzyciu programéw komputerowych.

10 Notacja duze O — zalezno$¢ ilosci potrzebnych zasobdw obliczeniowych od wielkosci danych wejsciowych (funkcja
f jest co najwyzej rzedu g — O(f(n)) ).

11 Jest to taka czgs¢ grafu G, ktorej nie da si¢ przedstawi¢ w postaci dwoch niepustych i roztacznych podgrafow.



Twierdzenia te sa matematycznym obrazem do$¢ naturalnej obserwacji dotyczacej
wlasnos$ci grafow - jest logiczne, ze im wigcej jest krawedzi w grafie, tym "wigksze
sa szanse" na znalezienie wsrdd nich drogi Hamiltona. W skrocie (i nieformalnie),
ponizsze twierdzenia mowia, ze graf jest hamiltonowski, jezeli tylko ma on

odpowiednio duzo krawedzi w stosunku do ilosci wierzchotkow.
Najwazniejsze z nich to:

Twierdzenie Diraca (1952),

Twierdzenie Ore (1961),

Twierdzenie o ilosci krawedzi,

Twierdzenie Bondy'ego-Chvétala,

Twierdzenie dla grafu dwudzielnego.

1) Twierdzenie Diraca

Tres¢ twierdzenia

Jesli graf G nie ma petli, ani krawedzi wielokrotnych (jest grafem prostym) i

V(G =3
oraz jesli
n
deg(v) > —
eg(v) = 5
dla kazdego wierzchotka w G, to jest on hamiltonowski.

Dowod twierdzenia

Jesli dla kazdego wierzchotka v:

deg(v) > 3,

to



deg(v) + deg(u) = n

dla kazdego wierzchotka v 1 u, niezaleznie od tego czy sa potaczone krawedzia, czy

nie, a wigc G spetnia zalozenia twierdzenia Ore, a wigc jest hamiltonowski.

2) Twierdzenie Ore

Tresé twierdzenia

Jezeli w grafie G o n wierzchotkach, 7 > 2 zachodzi nastepujaca nierownos¢:

deg(v) + deg(u) > n

dla kazdej pary nie polaczonych bezpoSrednio krawedzia wierzchotkow u 1 v (t].

takich, ze {v,u} ¢ B 'IG}), to graf G jest hamiltonowski.

Dowod twierdzenia

Dowdd nie wprost. Przypu$émy, ze twierdzenie jest falszywe, czyli dla pewnej liczby
n istnieje kontrprzykiad G - graf, ktory spetnia zalozenie twierdzenia, ale nie jest

Hamiltonowski. Sposrod wszystkich takich grafow rozpatrzmy ten, ktory ma

@)

najmniesza liczbe wierzchotkow, a sposrdd nich taki, dla ktorego wartosé 2
jest maksymalna. Jest to podgraf petnego grafu hamiltonowskiego Kn. Dodanie do G
krawedzi z grafu Kn daje w wyniku graf, ktoéry nadal spetnia zatozenia twierdzenie i

ktory ma wigcej niz |E(G) krawedzi, a wigc ze wzgledu na wybor grafu G tak

powstaty graf bedzie mial cykl Hamiltona. To znaczy, ze G musi mie¢ (przynajmniej)

droge Hamiltona, okre$lona przez pewien ciag wierzchotkow, t1,%2"" " Tn,

Poniewaz G nie ma cyklu Hamiltona, to nie istnieje krawedz taczaca t1 L Un. Z kolei

z zatlozenia wiemy, ze:



deg(zy) +deg(v,) > n.

Mozna teraz zdefiniowaé¢ podzbiory zbioru {2,3,--,n} takie, ze:
Sy = {i: {v,v;} € E(G)}

1

Sp ={i: {vi_1,vn} € E(G)},

wtedy:

|Sa| = deg(vn) i [Si] +[Sa 272,

Poniewaz:

EARREARS)
1 zbi6r
S, U5,

ma co najwyzej n-1 elementow, a wigc zbidr S1 M 5h musi by¢ niepusty. Istnieje

wiec liczba i, dla ktorej istnieja krawedzie {rg, i} @ {vig, wn} Wtedy droga:

1'1! P !E’Ii—l! t'n! .. -!E’Ii!tll

jest cyklem Hamilotona w grafie G, sprzecznos$¢. m
3) Twierdzenie o ilosci krawedzi
Tresé twierdzenia

Jesli graf prosty o n wierzchotkach ma co najmniej m krawedzi, gdzie:

1
m=§-{n—1j(n—2} + 2,



to jest hamiltonowski.

Dowdd twierdzenia

Dla dowolnego grafu prostego G zatozmy, ze zachodzi

E(@)] =

B | =

-1
n=-1)n-2) + 2 = (?12 ) + 2
1 wezmy wierzchotki v 1 u takie, ze:
{v,u} & E(G),

Niech H bedzie grafem G z ktorego usunigto wierzchotki v 1 u oraz konczace si¢ w

nich krawedzie. Poniewaz:
{v,u} ¢ E(G),

wige usunglismy deg(v) + deg(u) krawedzi 1 dwa wierzchotki. H jest podgrafem grafu
Kn — 2, a wigc:

('37) = 1euarz gz (5 7) + 2~ deste) ~ dest

z czego wynika, ze:

deg(v) + deg(u) > (”;1) - (”;2) +2 = %(?1—221-2 +2 =n,

a wigc G spetnia zatozenia twierdzenia Ore.

4) Twierdzenie Bondy'ego-Chvatala



Tres¢ twierdzenia

Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach, a ClG) oznacza jego nadgraf zbudowany

wedhug reguty mowiacej, ze dla kazdej pary {z,u} pnie polaczonych bezposrednio

krawedzia wierzchotkow takich, ze:

deg(v)+ deg(u) = n

nalezy doda¢ krawedz {v,u} | Graf G jest hamiltonowski wtedy, i tylko wtedy, gdy

c(G) jest hamiltonowski.

5) Twierdzenie dla grafu dwudzielnego

Tres¢ twierdzenia
Niech G bedzie grafem dwudzielnym i niech:
VIG)=V U,
bedzie podziatem wierzchotkoéw G.
Jesli G ma cykl Hamiltona, to:
V| = [V
Jesli G ma $ciezke Hamiltona, to wartosci | V1 | 1| V2 | rdznia sig¢ co najwyzej o 1.
Dla pelnych grafow dwudzielnych zachodzi tez implikacja w lewo, tj. jesli:

|V1| = |V2|



to G ma cykl Hamiltona.

Jesli| V1 |1| V2| roznia si¢ co najwyzej o 1 to G ma $ciezk¢ Hamiltona.

Dowéd
Niech n oznacza 1lo$¢ wierzchotkow grafu G.

Cykl Hamiltona mozemy wyznaczy¢ biorac na przemian wierzchotki lezace w
zbiorach V11 V2. Jesli:

v, U, ", lp,T1

wyznacza drog¢ zamknigta przechodzaca doktadnie raz przez kazdy wierzchotek, to
1'1! 1'3! 1'5 .
musza naleze¢ do jednego ze zbiorow podziatu, BSO zat6zmy, ze naleza one do V1.

Poniewaz istnieje krawedz {tn 21} | liczba n musi by¢ parzysta, a wiec wszystkie

wierzchotki Y2 ¥4 """y Un naleza do V2, z czego wynika, ze:

Vil = W3],

W przypadku S$ciezki Hamiltona mozna zastosowaé podobne wyszukiwanie,
zakonczy¢ je na wierzchotku vn. W przypadku, gdy n nie jest parzyste, jeden ze

zbioréw ma jeden dodatkowy wierzchotek.

Zatozmy G jest pelnym grafem dwudzielnym, tj.:

G = Ky o
Jezeli:
Vil = [V

to dla kazdego "przemiennego" indeksowania wierzchotkow t1,%2:° "7, Tn, 1

wyznacza cykl Hamiltona w G. Gdy jeden z podziatow, np. V1 jest mniejszy

wystarczy wyj$¢ z niego przez {2, tpvar b :



7. Szczegobine przypadki.

Oczywiste jest, ze zaden graf niespojny'* nie jest hamiltonowski. Dodawanie
krawedzi (w szczegdlnosci krawedzi wielokrotnych 1 petli) do grafu Hamiltona w
oczywisty sposéb nie moze uczyni¢ z niego grafu niehamiltonowskiego. Kazdy graf
pelny o V wierzcholkach zawiera V! cykli Hamiltona, gdyz dla kazdej permutacji'®
indekséw wierzchotkow, T1:%2 " ¥V, Tl wyznacza istniejaca droge, bedaca

cyklem Hamiltona. Kazdy turniej'"> ma $ciezke Hamiltona.

8. Algorytmy znajdowania sciezki Hamiltona

Algorytm Robertsa-Floresa:

e Budujemy macierz nastgpnikéw: kolumny macierzy odpowiadaja
wierzchotkom 1 zawieraja ich nastgpniki w pewnej, na poczgtku ustalone;,

kolejnosci.

e Rozpoczynamy z dowolnego wierzcholka v. Bierzemy pierwszy “dostgpny”
(ktory jeszcze nie zostat wiaczony do zbioru S wierzchotkéw budowanego
cyklu) nastepnik z kolumny odpowiadajacej v. Zatdzmy, zZe jest to wierzchotek
u. S =8 U {u}. Nastepnie bierzemy pierwszy dostgpny nastepnik wierzchotka

u z kolumny odpowiadajacej u, itd.
e Mamy nast¢pujace mozliwosci:

1. Nie ma dostepnego nastgpnika nastepuje krok powrotu wyrzucamy z S ostatnio

12 Graf, w ktérym znajda si¢ dwa wierzchotki, pomigdzy ktérymi nie istnieje droga.

13 czyt. V silnia

14 Uporzadkowanie elementéw zbioru, inaczej ustawienie ich w pewnej kolejnosci.

15 Graf pelny w ktorym zorientowano krawedzie, lub inaczej, graf skierowany ktorego graf podstawowy jest grafem
petnym.



dodany wierzchotek, wracamy do kolumny, z ktérej zostal on wybrany 1
bierzemy kolejny dostepny nastepnik; nastepnie bierzemy pierwszy dostepny
jego nastepnik, itd. (oczywiscie za kazdym razem, gdy nie ma dostepnego

nastepnika nastepuje krok powrotu);

. Zbior S ma juz moc n czyli znalezliSmy juz $ciezk¢ Hamiltona H z v do w,
gdzie w jest ostatnio dodanym do S wierzchotkiem. Sprawdzamy, czy istnieje
tluk z w do v: jesli TAK, to zapisujemy cykl Hamiltona H + vw 1 krok powrotu
(lub STOP jesli chcemy znalez¢ tylko jeden cykl Hamiltona); jesli NIE, to krok

powrotu.

Koniec nastepuje, gdy powrdcimy do wierzchotka v 1 nie ma juz dostepnych

jego nastgpnikow.



	Cykl Hamiltona
	I. Cykle Hamiltona
	II. Graf hamiltonowski.
	1. Przykłady grafów hamiltonowskich.
	2. Złożoność czasowa.
	3. Oznaczenia.
	4. Indeksowanie wierzchołków.
	5. Warunek konieczny
	6. Warunki wystarczające.
		1) Twierdzenie Diraca
		2) Twierdzenie Ore

	Treść twierdzenia
	Dowód twierdzenia
		3) Twierdzenie o ilości krawędzi

	Treść twierdzenia
	Dowód twierdzenia 
		4) Twierdzenie Bondy'ego-Chvátala

	Treść twierdzenia
		5) Twierdzenie dla grafu dwudzielnego
	Treść twierdzenia
	Dowód

	7. Szczególne przypadki.
	8. Algorytmy znajdowania ścieżki Hamiltona 


