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5 IX rok 2003/2004 Bukiet 1
1. W trojkacie ABC prosta réwnolegta do boku AB przecina boki AC' i BC' odpowiednio
w punktach D i E. Zauwaz, ze prosta przechodzaca przez punkt C'i srodek boku AB dzieli
odcinek DFE na potowy.
2. W trapezie KLM N przekatne KM i LN przecinajg si¢ w punkcie R. Prosta réwnole-
gta do podstaw, przechodzaca przez punkt R, przecina ramiona KN i LM odpowiednio
w punktach P i Q. Wykaz, ze |PR| = |QR)|.
3. Uzasadnij, ze w trapezie, ktéry nie jest rownolegtobokiem, nastepujace cztery punkty
leza na jednej prostej: sSrodki obu podstaw, punkt przeciecia przekatnych i punkt przeciecia
prostych zawierajacych ramiona. Co mozna powiedzie¢ w przypadku réwnolegtoboku?
19 IX Bukiet 2
Rozwazmy prostokat m X n, podzielony na kwadraty jednostkowe.
1. Ile wierzchotkow kwadratoéw jednostkowych lezy na danej przekatnej prostokata?
2. Ile bokéw tych kwadratéw przecina przekatna prostokata?
3. Przez ile kwadratéw jednostkowych przechodzi przekatna prostokata?

10 X Bukiet 3

W tréjkacie rownobocznym ABC' o boku dlugosci a obrano punkt wewnetrzny P tak, ze

|PA|=3, |PB|=4, |PC|=5.

1. Na odcinku AP, jak na podstawie, budujemy trojkat rownoboczny APD, lezacy na
zewnatrz trojkata APC. Wykaz, ze:

a) [/BAD| = |Z/CAP|;
b) |BD| = 5.

2. Niech E bedzie rzutem prostopadtym punktu B na prosta AP. Pokaz, ze |Z/BPE| = 30°.

3. Znajdz a.



31 X Bukiet /

Liczbe naturalna (co najmniej trzycyfrowa) nazywamy wypukla w dét, jesli dla dowol-
nych jej trzech kolejnych cyfr A, B, C' zachodzi nieréwnosc¢

A
B < ;C, eyli A—B>B-C.

Podobnie, liczbe nazywamy wypukla w goére, jesli jej dowolne trzy kolejne cyfry A, B,
C speliajg nieréwnosé

A
B> ;C, czyli A—B< B-C.

Latwo sprawdzi¢, ze liczba 4225 jest wypukta w dot, a liczba 6897 jest wypukta w gore.
Wypuktosé liczb mozemy przedstawic¢ graficznie.

T

1. Podaj kilka liczb pieciocyfrowych wypuktych w dét lub w gore.

2. Znajdz najmniejsza osmiocyfrowg liczbe naturalng wypuktag w gore.

3. Znajdz najwigksza liczbe naturalng wypukta w dot.

21 XI Bukiet 5
Rozwazmy dowolny czworokat wypukty ABCD.

1. Udowodnij, ze jezeli przekatne AC i BD sa prostopadte, to

|AB|* + |CD|* = |AD* + | BC|?.

2. Niech K i L beda dowolnymi punktami na odcinku AC. Wykaz, ze jezeli |[AK|* +
|CL|? = |AL|? + |CK|?, to K = L.

3. Udowodnij, ze jezeli |AB|> + |CD|? = |AD|? + |BC|?, to przekatne AC' i BD sa
prostopadte.

5 XII Bukiet 6

Dany jest kwadrat ABC'D o boku dtugosci 1. Na bokach AB, BC, CD, D A tego kwadratu
obrano odpowiednio dowolne punkty K, L, M, N. Niech K; i Ky beda odpowiednio
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obrazami punktu K w symetrii wzgledem prostych BC'i DA. Niech K3 bedzie obrazem
punktu Ky w symetrii wzgledem prostej C'D. Udowodnij, ze:

1. |KL|+|LM| > [K\M], [MN|+|NK| > M|
2. |KGiM|+ | MKs| > | K K3,
3. obwdd czworokata K LM N nie przekracza 2v/2.
91 Bukiet 7
Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej n:
1. Jedli liczba n? +mn — 1 jest podzielna przez 5, to liczba
(n—2)(n+3)
tez jest podzielna przez 5.
2. Jedli liczba (n — 2)(n + 3) jest podzielna przez 5, to jest podzielna przez 25.
3. Liczba n? + n — 1 nie jest podzielna przez 25.

301 Bukiet 8

Rozwazmy dowolny trojkat ABC. Niech a, b i ¢ beda odpowiednio dtugo$ciami bokdéw
BC, CAi AB. Niech P bedzie polem trojkata ABC, p — potowa jego obwodu, r — pro-
mieniem okregu wpisanego, a 74, g i ¢ — promieniami okregdéw dopisanych odpowiednio
do bokéw BC, CA i AB. (Okrag dopisany do boku tréjkata to okrag styczny do tego
boku i przedtuzen dwoch pozostatych bokéw.)

Udowodnij, ze:
1. P=p-r;

2. P=(p—a)-ra=({-b)-rpg=(—c) re;

1 1 1 1
3. —=—+—+—.
T A B rc

13 11 Bukiet 9

1. Uzasadnij, ze jesli liczba dwucyfrowa AB jest podzielna przez iloczyn swych cyfr A- B,
to liczba A0 jest podzielna przez B, a B jest podzielne przez A.

2. Wypisz wszystkie wielokrotnosci liczby A, bedace dzielnikami liczby 10 - A.



3. Zmnajdz wszystkie liczby dwucyfrowe podzielne przez iloczyn swych cyfr.
15 I1I Bukiet 10

Okredlmy dziatanie ,©” w nastepujacy sposob. Jesli a i b sg liczbami rzeczywistymi takimi,
ze a-b# 1, to przyjmujemy
a-+b

b= ——.
@e l—a-b

1. Sprawdz, ze dla dowolnej liczby a oraz dowolnej liczby b takiej, ze a - b # 1, zachodza
rOwnosci:
ac0=a, ao(—a)=0, aob=boa.

2. Jakie warunki powinny spelniaé liczby a, b i ¢, aby mialy sens wyrazenia (a ¢ b) ¢ ¢
iao(boc). Wykaz, ze wowczas zachodzi réwnosé

(aob)oc=ao(boc).

3. Dane sa liczby rzeczywiste a i b. Korzystajac z powyzszych wlasnosci dziatania 0",
rozwiaz rownanie
roa=>h.

29 111 Bukiet 11
Dany jest trojkat ABC, w ktorym kat przy wierzchotku C' ma miare 60°. Punkty K i L sa
spodkami wysokosci poprowadzonych odpowiednio z wierzchotkow A i B. Punkt D jest
srodkiem boku AB.

1. Uzasadnij, ze punkty K i L leza na okregu, ktérego Srednica jest odcinek AB.

2. Znajdz miare kata K DL.

3. Wykaz, ze trojkat DK L jest rownoboczny.

26 IV Bukiet 12

W pieciokacie foremnym zaznaczono wszystkie wierzchotki oraz punkty przeciecia prze-
katnych.



NN

1. Naile sposob6éw mozna wybraé pigé¢ sposrdd zaznaczonych punktow tak, aby do kazdej
przekatnej nalezaty doktadnie dwa z wybranych punktow?

2. W pieciu z zaznaczonych punktéw umiesé liczbe n, a w pozostatych pieciu liczbe 1
tak, aby iloczyn liczb na kazdej przekatnej pieciokata byt taki sam.

3. Umies¢ 10 réznych liczb naturalnych w zaznaczonych punktach tak, aby iloczyn liczb
na kazdej przekatnej pieciokata byt taki sam.

10V Bukiet 13

Niech n bedzie liczba naturalng wieksza od 1. Przez k oznaczmy najwieksza liczbe natu-
ralng taka, ze 28 < n.

1. Uzasadnij, ze
NWW(1,2,3,...,n) =2F.m,

gdzie m jest pewna liczba nieparzysta.

2. Kazdy z utamkow %, %, é, ey % przedstawiamy w postaci utamka o mianowniku 2% -m.

Ile z otrzymanych utamkdéw bedzie miato nieparzyste liczniki?

3. Wykaz, ze suma

! + = + ! +...+ !
1 2 3 7 n
nie jest liczba catkowita.
24V Bukiet 14
1. Wykonaj dzielenie
99...99 :99.
—_——
2k

2. Wskaz najwieksza liczbe n-cyfrowa podzielna przez 11.

3. Dla jakich n liczba 100...001 jest podzielna przez 117
—_—

n—1



Wskazéwki do zadan

Bukzet 1

1. Rozwaz proporcje 1D 5 |1 gdzie S jest érodkiem odcinka AB, a T jest punktem

\A% |BS|’
przeciecia prostych C'S'i DE.

|KM| _ |LN|

2. Udowodnij, ze KR~ LR

3. Zastosuj zadanie 1 do trojkata utworzonego przez jedng podstawe i proste zawierajace
ramiona trapezu.

Bukiet 2
1. Rozwaz najpierw przypadek, gdy m i n sa wzglednie pierwsze.
2. Znajdz oddzielnie liczby bokéw poziomych i pionowych.

3. Ile punktow przeciecia, o ktorych mowa w zadaniach 1 i 2, jest na przekatnej?

Bukiet 3

1. a) Ktoére z katéw o wierzchotku A sa réwne?

b) Trojkaty ACP i ABD.

2. Jakim tréjkatem jest trojkat BPD?

3. Oblicz |BE| i |PE|, a nastepnie wykorzystaj trojkat ABE.

Bukiet 4

1. Przedstaw graficznie szukane liczby.

2, 3. Zwr6¢ uwage na réznice miedzy kolejnymi cyframi.

Bukiet 5

1. Wykorzystaj trojkaty prostokatne.

2. Wyraz |CK| 1 |CL| przez |AC|, |AK| i |AL|.

3. Niech K i L beda odpowiednio rzutami prostopadtymi punktéw B i D na prosta AC.

Bukiet 6
1. Jakie rownoéci odcinkéw wynikaja z okreslenia punktow Ky i Ko7
2. Jaka rownosé¢ odcinkow wynika z okreslenia punktu K37

3. Zwrdé uwage na trojkat K Ko K.

Bukiet 7
1. Wymnéz nawiasy.

2. Zwr6c¢ uwage na réznice miedzy czynnikami tego iloczynu.
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3. Przypus$émy, ze ta liczba jest podzielna przez 25. Co wynika z zadan 1 i 27

Bukiet 8
1. Potacz srodek okregu wpisanego z wierzchotkami trojkata.
2. Potacz srodek okregu dopisanego do boku tréjkata z koncami tego boku.

3. Korzystajac z poprzednich zadan oblicz odwrotnosci promieni.

Bukiet 9
1. Zauwaz, ze AB = A0+ B.
2. Tu chodzi o liczby postaci k - A, gdzie k = . ..

3. 7 zadania 1 wiemy, ze B spelia warunki zadania 2.

Bukiet 10
3. Jak trzeba ,zadziala¢” na obie strony réwnania, aby po lewej stronie zostal sam z?

Bukiet 11
1. Zwr6c¢ uwage na tréjkaty prostokatne.

2. To jest kat srodkowy w okregu z zadania 1.

3. Co wiemy o tym tréjkacie z zadan 1 i 27

Bukiet 12

1. Rozwaz mozliwe uktady wybranych punktow na jednej przekatnej. Przyjrzyj sie po-
zostalym przekatnym zawierajacym wybrane punkty.

2. Na kazdej przekatnej powinno by¢ tyle samo liczb n.
3. Wykorzystaj zadanie 2 dla poszczegélnych liczb pierwszych.

Bukiet 13

1. W jakich potegach liczba 2 wystepuje w rozktadach na czynniki pierwsze liczb 1, 2,
3,...,n?

3. Co mozna o tej sumie powiedzie¢ na podstawie zadania 27

Bukiet 14
2. Rozwaz oddzielnie przypadki, gdy n jest parzyste i gdy n jest nieparzyste.

3. 7 zadania 2 wywnioskuj, jaka jest najmniejsza liczba n+1-cyfrowa podzielna przez 11.



