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30 IX rok 2004 /2005 Bukiet 1

Napisalismy n listow do n osoéb i zaadresowaliSmy n kopert. Przez a, oznaczmy liczbe
sposobéw wtozenia listéw do kopert, spetniajacych nastepujacy warunek:

(%) wktadamy wszystkie listy do kopert, po jednym liscie do kazdej koperty, ale zaden
list nie trafia do wtasciwej koperty.

1. Znajdé a1, A2, a3, A4 i as.

2. Zalozmy, ze n > 2. Wybierzmy spos$réd adresatoéw naszych listéw osoby A i B.
Rozwazmy wszystkie sposoby wlozenia listéw do kopert, spelniajace warunek (x), przy
ktoérych list napisany do osoby A wktadamy do koperty zaadresowanej do osoby B, a do
koperty zaadresowanej do osoby A wktadamy list napisany do:

a) osoby B,
b) innej osoby niz B.

Udowodnij, ze liczby tych sposobéw sa odpowiednio réwne: a) a,_o, b) a,_1.

3. Wyprowadz wzor

(%) an, = (n—1)(ap-1+ an—a), n=23,4,5,...

4. Poréwnujac z wynikami zadania 1, sprawdz poprawno$é wzoru (xx) dla n = 3,4, 5,
a nastepnie wyznacz ag.

20 X Bukiet 2

Zbiér nazywamy wypuktym, jesli odcinek taczacy dowolne dwa punkty nalezace do tego
zbioru jest zawarty w tym zbiorze.

1. a) Na plaszczyZnie dane sa punkty A, B, C, D. Znajdz punkt S o tej wlasnosci, ze
jesli dowolne trzy sposrod punktéw A, B, C, D nalezg do zbioru wypuklego, to punkt S
tez nalezy do tego zbioru wypuktego.

b) Na ptaszczyznie dane sa cztery zbiory wypukte. Udowodnij, ze jezeli dowolne trzy z
tych czterech zbioréw maja wspélny punkt, to wszystkie cztery zbiory tez maja wspolny
punkt.

2. a) Na plaszczyznie dane sa zbiory wypukle Ay, ..., A, A1, n > 3. Uzasadnij, ze
jesli dowolne trzy sposrod danych zbioréw majg wspolny punkt, to rowniez dowolne trzy

sposroéd n zbioréw Ay, ..., A, 1, A, N A, maja wspolny punkt.

1



b) Wykaz, ze czesé wspdlna dwoch zbioréw wypuktych jest zbiorem wypuktym.

c) Na plaszczyznie danych jest n zbioréw wypuktych, n > 3. Udowodnij, ze jezeli dowolne
trzy z danych zbiorow maja wspolny punkt, to wszystkie zbiory tez maja wspolny punkt.

3. Czy podobna wtasnos¢ zachodzi dla zbiorow wypuktych w przestrzeni trojwymiarowej?
10 XI Bukiet 3
1. Rozwazmy iloczyn

z-(x+2) (r+4) (x+6).

Niech t bedzie érednia arytmetyczna wszystkich czterech czynnikéw tego iloczynu. Wyraz
przez t iloczyn dwoch srodkowych czynnikoéw oraz iloczyn dwoch skrajnych czynnikéw.
Zauwaz, ze $rednia arytmetyczna obu tych iloczynéw wynosi p = 2 — 5.

2. Wykaz, 7e
z(z+2)(z +4)(z +6) = p* — 16.

3. Zmajdz p, t oraz x, jesli

z(z+2)(z+4)(r+6) =384.

4. Rozwiaz réwnanie
z(x+ 1)(z + 2)(x 4+ 3) = 120.

15 XII Bukiet 4

1. Uzasadnij, ze miedzy dowolnymi dwiema liczbami wymiernymi lezy:
a) co najmniej jedna liczba wymierna,

b) nieskonczenie wiele liczb wymiernych.

2. a) Dane sa liczby rzeczywiste a < b i liczba naturalna n > ﬁ Wykaz, ze w przedziale
(a,b) lezy co najmniej jedna liczba wymierna postaci ™, gdzie m jest liczba catkowita.
b) Udowodnij, ze miedzy dowolnymi dwiema liczbami rzeczywistymi lezy nieskonczenie
wiele liczb wymiernych.

9 III Bukiet 5

1. Na plaszczyznie dany jest kwadrat. Wyznacz zbiér wszystkich punktéw ptaszczyzny
lezacych na zewnatrz kwadratu, dla ktorych najblizszy punkt kwadratu:

a) jest jego wierzchotkiem;

b) nie jest jego wierzchotkiem.



2. Do kwadratu o boku dlugosci 1 dotaczamy punkty, ktérych odleglosé od niego (czyli
od najblizszego punktu kwadratu) jest mniejsza lub réwna od % Oblicz pole otrzymanej
figury.

3. Zauwaz, ze koto o Srednicy 1 ma punkty wspoélne z kwadratem o boku dtugosci 1
wtedy i tylko wtedy, gdy $rodek tego okregu nalezy do figury utworzonej w zadaniu 2.

4. Wyznacz miejsce geometryczne (czyli zbiér wszystkich mozliwych) §rodkéow okregéw
o Srednicy 1, lezacych wewnatrz prostokata o bokach 21 i 26.

5. W prostokacie o bokach dtugosci 21 i 26 umieszczono w dowolny sposéb 132 kwadraty
o boku dtugosci 1 (moga nawet sie nakladaé¢). Czy mozna w tym prostokacie umiesci¢
okrag o $rednicy 1, nie majacy punktow wspolnych z zadnym z kwadratow?



Wskazéwki do zadan

Bukiet 1
2. a) Rozwaz pozostale osoby.

b) Co trzeba zrobié, aby ten przypadek sprowadzi¢ do rozwazenia pozostatych oséb (bez
A1iB)?

3. Wybierz osobe A, a przez B oznacz adresata koperty, do ktérej wktadamy list napisany
do A.

Bukiet 2

1. a) Rozwaz r6zne przypadki.

b) Wybierz po jednym punkcie wspélnym dla kazdych trzech zbioréw.

2. a) Co, na podstawie zadania 1 b), mozna powiedzie¢ o zbiorach Ay, ..., A,, A,i1?

c) Indukcja. Jak wykonaé krok indukcyjny? — patrz punkt a).

Bukiet 4
2. a) ZnajdZ najmniejsza liczbe takiej postaci wieksza od a i wykaz, ze ta liczba jest
mniejsza od b.

1,2. b) Liczba wymierna lezaca w danym przedziale dzieli go na dwie czesci. W kazdej z
tych czesci znow lezy jakas liczba wymierna. I tak dalej.

Bukiet 5

1. Dla punktu ptaszczyzny najblizszym punktem prostej jest rzut tego punktu na te
prosta.

2. Jak mierzymy odlegtos¢ danego punktu od kwadratu, gdy najblizszym punktem kwa-
dratu jest jego wierzchotek, a jak, gdy nie jest jego wierzchotek?

5. Rozwaz dwie figury: zbior érodkéw okregéw o srednicy 1, lezacych wewnatrz prostokata,
i zbior srodkow okregéw o srednicy 1, majacych punkty wspélne z kwadratami. Jaka
zaleznos¢ zachodzi miedzy tymi figurami, jesli zadane rozmieszczenie nie jest mozliwe?



