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1.1 Wstep

Pozornie banalne wyrazenie 3v2 zupelnie niespodziewanie kryje bardzo szeroki
kawalek matematyki. Dla niektérych liczba zdefiniowana tym wzorem jest calkiem
intuicyjnia, niektérzy mniej obeznani w matematyce w ogdle kwestionuja jak
mozna taka liczbe policzy¢. Jednak daje sie to zrobic, 3vV2 ~ 4.728804386, choé
jest to tylko przyblizenie dzisietne. Istotnie liczba ta jest niewymierna, a wiedza
potrzebna do zrozumienie jej istoty nie jest mala.

1.2 Konstrukcja zbioru liczb rzeczywistych

W czasach gdy matematyka jeszcze raczkowala, w starozytnych czasach ludzie
przywiazywali niestychanie duza wage do liczb naturalnych. Rzeczywiscie na-
wet dzisiaj wiekszo$¢ ludzi zapytanych o pierwsza liczbe ktora przychodzi im do
glowy podadza jaka$ liczbe naturalna. Dlaczego ten zbidr jest tak istotny? Ma on
pewna uzyteczna wlasnoéé¢, mianowicie zlicza elementy zbioréw dyskretnych. W
dzisiejszej terminologii jako zbiér liczb naturalnych oznaczamy N = {1,2,3,...}.
Czasem dodaje sie jeszcze zero, starozytni mieli z zerem troche klopotu, mineto
sporo lat zanim ludzie dobrze zrozumieli pojecie zbioru pustego. Zbiér liczb na-
turalnych ma jednak dos¢ uboga strukture algebraiczna, jest zaledwie monoidem.
Juz starozytni poczuli potrzebe rozszezenia tego zbioru tak aby byl domkniety
na operacje odejmowania. Dzisiaj zbiér liczb catkowitych Z = {0,1, —-1,2, -2, ...}
wydaje sie réwnie intuicyjny jak zbiér liczb naturalnych. W przesziosci jednak
tak nie bylo, ludzkosé¢ przyzwyczajata sie do liczb calkowitych przez tysiace lat,
a niektére plemiona w $rodkowej Afryce, pozbawione kontaktéw z cywilizacja
europejska nie potrafia zrozumieé¢ tego pojecia do dzi§! Zbidr liczb catkowitych,
pomimo, ze pozornie niewiele rozni sie¢ od liczb naturalnych, ma znacznie bo-
gatsza strukture algebraiczna, stanowi on pierscien przemienny z jedynka, a za-
tem jest grupa przemienng (abelowa) na dziatanie addytywne, dziatanie multipli-
katywne jest rozdzielne wzgledem addytywnego, taczne i przemienne. Ponadto
istnieje element neutralny ze wzgledu na dzialanie multiplikatywne (1). Liczby
catkowite pomimo swojej interesujacej struktury algebraicznej nie miaty wielkiego
zastosowania w poczatkach matematyki. Mialy podstawowa wade: zupelnie nie
nadawaly sie do mierzenia odcinkéw. Potrzebny byt zbiér ciagly, ktéry mozna by
zastosowaé¢ w geometrii (ktéra w dawnych czasach byla synonimem matematyki).
Rozwiazaniem owych probleméw krétko wydawat sie by¢ zbidr liczb wymiernych
Q. W czasach starozytnych zbiér liczb wymiernych powstal jakby na zamdwienie
uczonych zajmujacych sie geometria, ktorzy chcieli przypisywaé dhugosé dowol-
nym odcinkom. Drzisiaj mozemy latwo napisaé elegancka definicje zbioru liczb
wymiernych Q = {%; p,q € Z}. Okazuje sie, ze starozytni mieli catkiem dobrego
nosa. Liczbami wymiernymi da si¢ mierzy¢ wszystkie odcinki jakie jestesmy
w stanie narysowaé czy tez wytworzy¢. Zbidr Q jest gesty, to znaczy miedzy
kazdymi dwoma liczbami wymiernymi mozna znalez¢é nieskonczenie wiele in-
nych liczb wymiernych. Dowdd tego faktu jest trywialny, wystarczy zauwazy¢ ze
$rednia arytmetyczna dwoch liczb wymiernych tez jest liczba wymierna. Diugosé
kazdego odcinka mozna zatem dowolnie blisko przyblizy¢ liczba wymierna. Przez
pewien czas wydawalo sig, ze ta praktyczna elegancja zbioru liczb wymiernych
idzie w parze z elegancja matematyczna, ze kazdy punkt prostej to liczba wy-



mierna. Niestety szybko okazalo sie, iz tak dobrze nie jest. Podobno odkryt to
jeden z pitagorejczykéw, inni gdy sie o tym dowiedzieli nakazali mu milczenie, a
efekcie zabili go, wierzac ze prawda nigdy nie wyjdzie ujrzy Swiatta dziennego.
Latwo pokazaé nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.2.1 Liczba \/2 bedaca jednym z rozwiqzari réwnania x> = 2 nie
jest liczba wymiernaq.

Dowod 1.2.2 Przez sprzecznosé: zatozmy Ze jest liczbg wymierng. Wtedy dla
pewnych p,q € ZANNWD(p,q) =1 :

v2="2
q

Podnoszqc obustronnie do kwadratu otrzymujemy:

2

p
2==
¢
MnoZgc obustronie przez g>:
22 = p?

Zatem p? jest liczba przysta. Ale z tego wynika, Ze samo p jest parzyste. Zatem
p =2k, co po podniesieniu do kwadratu daje p*> = 4k>. Zatem:

2¢% = 4k*
q2 _ 2k2

Z czego wynika, zZe q jest liczbag parzysta. A to stoi w sprzecznosci z zaloZeniem
NWD(p,q) = 1.

W zupehie analogiczny sposod daje sie dowiesé nieco bardziej ogdlne twier-
dzenie:

Twierdzenie 1.2.3 Dla dowolnej liczby n,p € N,n > 1, liczba {/p jest albo
catkowita, albo niewymierna. Ponadto gdy p jest liczbg pierwsza, to /p jest
20WSZE NIEWYMIETNA.

Okazuje sie zatem, ze liczby wymierne nie wyczerpuja wszystkich mozliwych
dtugosci odcinkow.

Zbiér liczb wymiernych ma w istocie do$¢ bogata strukture algebraiczna. Jest
cialem, jednoczesnie jednowymiarowa przestrzenia liniowa. Z punktu widzenia
topologicznego, zbidr liczb wymiernych jest otwarty, jego domknieciem jest caly
zbidr liczb rzeczywistych. Zbiér liczb wymiernych jest przeliczalny, dowodzi tego
choéby konstrukcja przekatniowa Cantora, ze wzgledu na moc jest to minimalny
zbiér majacy strukture ciala charakterystyki 0. Po zsumowaniu zbioru liczb wy-
miernych i niewymiernych otrzymujemy zbiér nazywany powszechnie zbiorem
liczb rzeczywistych (R). Jak sie niedlugo okaze zbidr ten jest wzglednie kom-
pletny w senie algebraicznym (jest cialem), jak i w sensie topologicznym (graica
kazdego ciagi liczb rzeczywistych o ile istnieje i jest skoniczona wpada z powrotem
do R.

Istotne dla naszych rozwazan bedzie nastepujace:



Twierdzenie 1.2.4 Zbior liczb rzeczywistych nie jest przeliczalny.
Dowdd 1.2.5 Aby udowodnic ten fakt potrzebnych bedzie kilka matych lematéw:

Lemat 1.2.6 Zbidr liczb rzeczywistych jest réwnoliczny z odcinkiem (0,1).

Dla sprawdzenia lematu potrzeba pokazaé réoznowarto$ciowe przeksztatcenie ocinka
w prostq. Wystarczy wzial funkcje tg((x — %) - r)

Lemat 1.2.7 Kazdqg liczbe rzeczywista z odcinka (0,1) da sie przedstawié jako
ciqg jedynek i zer. Przedstawienie to jest jednoznaczne z doktadnosciq do nie-
skoniczonych rozwinieé okresowych.

Weimy szereg:

=1
Zaii a; (S {O, 1}
i=0

Poprzez dobienie a.,, jako zer lub jedynek, jego suma czesciowa moze zblizyc sie do-
wolnie blisko do kazdej liczby z przedziatu (0,1). Pozostaje kwestia réwnowaznosci
zapisow 0111111... 4 1000... Powyzsza niedogodnosé jednak nie zmienia faktu
e odcinek (0,1) jest réwnoliczny ze zbiorem {0,1}N. Wynika to z faktu,ze
ciggow ktore zawieraja prawie same jedynki jak i zera jest tylko przeliczalnie wiele,
wszystkich za$ ciagow jest wiecej co bedzie pokazane kilka linijek nizej. Skad inad
wiadomo, ze elementéw odcinka (0,1) jest nieskoriczenie wiele, utozsamienie za-
tem przeliczalnej rodziny ciagow nie ma wptywu na odpowiednie bijekcje.

Lemat 1.2.8 [{0,1}N] > |N|.
Oczywiscie widaé, ze |{0, 1}N| = |2N], mozna bowiem wskazaé trywialnag bijekcje
miedzy ciagami zero-jedynkowyms ¢ podzbiorami N:

f2¥ — {0, 13N

f(A):(a17a27~-~);an=0<:>7”L¢A;an=1<$n€A;

Oraz:
{0, 1N — 2

f_l(alaaQa'“):A;n¢A¢>an:0;n€A<:>an:1;

Moc zbioru podzbioréow N jest ostro wieksza od mocy N, co wynika z podstawowych
twierdzen teorii mnogosci.



Reasumujac, R jest réwnoliczny z odcinkiem (0,1) ktéry to jest réwnoliczny ze
zbiorem 2V, ktéry to nie jest przeliczalny, co dowodzi twierdzenia.

Twierdzenie 1.2.9 Zbior liczb wymiernych jest przeliczalny.

Dowdd 1.2.10 Wystarczy wskazac bijekcje miedzy zbiorem liczb naturalnych a
zbiorem liczb wymiernych. Do tej potrzeby bedziemy utoZsamiac % ~ (p,q). W
ten sposob szukamy bijekcyi miedzy zbiorem par uporzqdkowanych z N. Zaktadamy
ze p,q > 0, oczywiScie zbior liczby wymiernych dodatnich jest réwnoliczny ze
zbiorem liczb wymiernych ujemnych, zatem powyzsze uproszczenie nie ma wplywu
na 0golnosé rozumowania. Bijekcja zadan jest wzrorem:

m:NxN-—N

m(pg) =2 (2-q+1) -1
Funkcja ta posiada funkcje odwrotng zadana przez dwie sktadowe:

w1 (n) = maz(p,p € NA2P|n +1)

1 n+1

-1

Ty (n) = S (— -
2'm Y(n)

Udowodnione wyzej fakt pokazuja ze zbior liczb niewymiernych jest nieprzeli-

czalny, zatem istotnie wigkszy od zbioru liczb wymiernych. Zatem prawie kazda

liczba rzeczywista jest niewymierna!

1.3 Przekroje Dedekinda

Kluczowe znaczenie w badaniu zbioru liczb rzeczywistych mialy pojecie prze-
krojow jakie wprowadzil Dedekind.

Definicja 1.3.1 Przekrojem Dedekinda przez zbior liczb rzeczywistych wzdtoz
liczb wymiernych nazywamy taki podzial zbioru liczb rzeczywistych na dwa niepu-
ste podzbiory A i B Ze:

a) Kazda liczba wymierna nalezy do A lub do B.

b) Kaida liczba wymierna nalezaca do A jest mniejsza od kazdej liczby naleZacej
do B.

Zbiér A nazywamy klasa dolng, a B klasa gérng. Istnienie przekrojéw nie jest
oczywiste bez dobrego okredlenia relacji wiekszo$ci-mniejszosci na R. Latwo jest
taka relacje jednak zdefiniowaé¢ dla liczb wymiernych (jest to relacja dziedziczona
z relacji obowiazujacej wsrod liczb catkowitych:

D1 P2
a=—,b==—7=
q1 q2

€Q a,b>0,a<beaF#FbApr2p2Aqr <@

Podobnie relacje definiuje sie dla liczb wymiernych mniejszych od zera, przy czym
mozna zalozy¢, ze kazda liczba wymierna ujemna jest mniejsza od kazdej dodat-
niej.

Wracajac do przekrojéw Dedekinda, tatwo zauwazy¢, ze mozliwe sa nastepujace
przypadki:
1) W Kklasie dolnej istnieje liczba najwigksza, a w klasie gérnej nie istnieje liczba



najmniejsza.

2) W klasie gérnej istnieje liczba najmniejsza, a w klasie dolnej nie istnieje liczba
najwieksza.

3) W klasie dolnej nie istnieje liczba najwieksza oraz w klasie gérnej nie istnieje
liczba najmniejsza.

Przekroje trzeciego rodzaju sa najciekawsze, gdyz wyznaczaja luke w zbiorze liczb
wymiernych, oraz liczbe niewymierna ktéra te luke wypelia. Mozna teraz po-
traktowaé zbidr liczb rzeczywistych jako zbiér wszystkich mozliwych przekrojow
Dedekinda, oraz wyznaczy¢ odpowiednie wlasnosci wynikajace z odpowiednich
akcjomatéw teorii mnogosci:

[A,B]<[C,D]< ACC(DCB)

[A,B] < [C,D]< AcC C(DC B)
[A,B]|+[C,D]:=[A+C,B+ D] A+C:={a+ca€ A ceC}
—[A, B] :=[-A,—B]
[A,B]-[C,D]:=[Q/B-D,B-D] B-D:={b-d,be B,d <€ D}

Utozsamienie liczb rzeczywistych z przekrojami Dedekinda pozwala zauwazy¢, ze
liczby niewymierne zachowuja sie dos¢ grzecznie, to znaczy mozna na nie prze-
niesé relacje porzadku, oraz wykonywaé¢ dzialania. W efekcie mozna wypisaé 15
podstawowych praw, ktére liczby rzeczywiste spelniaja:

1)Element neutralny dodawania:
a+0=a

2) Przemienno$¢ dodawania:
a+b=b+a

3) Laczno$é dodawania:
a+(b+c)=(a+c)+b
4) Jednoznaczno$é rozwiazan réwnosci:
at+r=bsr=b—a

5) Element neutralny mnozenia:

6) Przemiennos$¢ mnozenia:

7) Laczno$é mnozenia:

a-(b-c)=(a-b)-c

8) Jednoznaczno$¢ rozwiazari:



9) Rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania:
a-(b+c)=a-b+a-c

10) Drzielenie:

11) Dodawanie do stron nieréwnosci:
a>bsa+ce>b+c
12) Mnozenie nieréwnosci stronami:
a>bsa-c>2b-c >0
13) Mnozenie nieréwnosci stronami:
a>bsa-c<b-c ¢<0

14) Nieujemno$é modutu:
la| =0

15) Nieréwnosé tréjkata dla modutu:

lal +[b] = fa + 0]

Posiadajac odpowiednia definicje oraz wlasnosci liczb rzeczywistych, a takze pod-
stawowe intuicje dotyczace jego struktury, mozna przystapi¢ do definicji narzedzi
potrzebnych do dobrego okreslenia liczby 3v2

1.4 Elementy analizy rzeczywistej

Kilka razy pojawilo si¢ juz pojecie ciagu liczb rzeczywistych. Dla pelego zrozu-
mienia tego pojecia potrzebna jest formalizacja:

Definicja 1.4.1 Ciaggiem liczb rzeczywistych nazywamy odzorowanie a : N — R,
to znaczy kazdej liczbie naturalnej przyporzekowywujemy jakas liczbe rzeczywistq.

Ciagi liczb rzeczywistych moga mie¢ sporo wlasnosci, takie jak monotonicznosé
czy ograniczono$é. Do naszego celu potrzebna bedzie formalna definicja bardzo
istonej wlasnosci niektorych ciagéw, mianowicie zbieznosci:

Definicja 1.4.2 Ciagg a, nazywa sie zbieznym do liczby g € R jesli:
vE>OE|ng€an>no,nGN |an - g| <€

Zbieznosé do granicy nie jest wilasnoscia zupelnie powszechna, mozna jednak
udowodni¢:

Lemat 1.4.3 Weistrassa. Jesli ciag jest ograniczony i monotoniczny to jest
zbiezny.



Dowéd 1.4.4 Bez straty ogdlnosci rozumowania zatéimy Ze cigg jest rosnacy.
Dla innych rodzajow monotonicznosci dowdd przebiega analogcznie. Niech C
bedzie zbiorem elementdw tego ciggu. Niech g = sup(C). Kres owy istnieje,
gdyz zbior jest ograniczony z gory. Wtedy mamy, zZe a, < g oraz any1 > Gp.
Udowodnimy, Ze g jest granica a,. Przez sprzeczno$é, zaldimy przeciwnie, Ze
istnieje takie €, Ze:

lan, — gl =g —an > ¢

Dla kazdego n. Ale to oznacza, zZe dla kazdego n € N
ap < g —€

To z kolei przeczy zaloZeniu, Ze g jest kresem gornym zbioru C, gdyz z wltasnosci
kresu gornego dla kazdego € istnieje ne, Ze g — a, < €. Poniewaz a, jest rosnagcy,
zatem powyzsza wltasnosé zachodzi dla kaidego n > n.. Uzyskana sprzecznosé
dowodzi lematu.

Niewielkim kosztem mozna wywnioskowac jeszcze jedno istotne twierdzenie:

Twierdzenie 1.4.5 O dwdch ciqgach. Jesli wyrazy pewnego ciggu Tosngceqo sq
zawsze mniejsze od wyrazow pewnego ciagu malejgeego, to oba te ciqgi sq zbieine
i gramica pierwszego jest nie wieksza od granicy drugiego.

Sumujac wiedze o ciagach i o przekrojach Dedekinda, mozna wyciagnac¢ nastepujace
wnioski:

a) Kazda liczbe niewymierng mozna uzyskaé jako granice pewnego ciagu liczb
wymiernych.

b) Kazda liczbe niewymierna mozna przybliza¢ ciagiem lizch wymiernych ostro
wiekszych od niej, oraz ciagiem liczb wymiernych ostro mniejszych od niej.

Whioski owe beda mialy istotne znaczenie dla zrozumienia istoty liczby 3v2,

1.5 Funkcja wykladnicza

Funkcje wykladnicza podobnie jak wiekszos¢ poje¢ dotyczacych liczb rzeczywi-
stych kontruuje sie po kolei, najpierw na polu liczb naturalnych gdzie definicja ta
jest najbardziej intuicyjna, nastepnie dla liczb catkowitych, wymiernych i wresz-
cie niewymiernych. Kontrukcja ta przebiega mniej wiecej tak (dla uproszczenia
rozumowania zakladamy, ze podstawa potegi bedzie wieksza niz jeden):

a) Wybierzmy liczbe rzeczywista a. Przez

a”":N—->R
okreSlamy o™ = a -« «a- ... - a. Oczywiscie funkcja ta jest rosnaca, bo gdy a > 1
—_——
n
mamy:
a>1lea">an

b) Rozszerzamy funkcje w nastepujacy sposéb:



Funkcja ta oczywiscie jest nadal rosnaca, bo mamy:

1 1

an+1 < am
¢) Rozszerzamy funkcje na utamki w postaci %, kladziemy:
1 n
r=an & z"=qa

Tak okreslona funkcja nadal jest rosnaca, bo mamy:

1 1 1 1
->— = a">am
n.om
Mozna to wykazaé¢ zauwazajac:
t=aNy"=aAm>nESr . =AY .. Y Y Y=«
N—— —— —\—
n n m—n

Poniewaz zaréwno x jak i y sa wieksze od jedynki, mamy:

—_—

n n m—n

Co konczy dowdd faktu.
d) Okreslamy funkcje dla utamkéw w postaci g

ai = (aP)s

7 wtasnosci udowodnionych wyzej wynika, ze tak okreslona funkcja jest nadal
rosnaca.

e) Najwazniejsze i najciekawsze jest okreslenie wartosci funkeji o dla dowolnej
liczby rzeczywistej, takze niewymienrnej. W tym celu trzeba postézy¢ sie ele-
mentami teorii wezeéniej przywotanymi. Niech z € Q bedzie liczba niewymierna.
Wyznacza ona zatem przekdj Dedekinda trzeciego rodzaju, kéry rozdziela zbiér
liczb wymiernych na klase dolna A i klase gérna B. Poniewaz zbiér liczb wy-
miernych jest gesty, mozna zatem skonstruowaé ciagi odpowiednio a,, i b, takie,
ze an nalezy do klasy dolnej i jest rosnacy oraz b, nalezy do klasy gornej i jest
malejacy. Oczywiscie na mocy Lematu Weistrassa obydwa te ciagi posiadaja
granice. Sposréd wszystkich ciagdéw o takich wlasnosciach mozna wybraé takie
ktore spetiaja wlasnosci:

1) Dla kazdej liczby r z klasy dolnej i granicy a,, — a zachodzi r < a

2) Dla kazdej liczby t z klasy gérnej i granicy b,, — b zachodzi t > b

Stad tatwo wywnioskowaé ze lim, o @y, = lim,, o b, = sup(A) = inf(B) =z
Zatem dla kazdej liczby niewymiernej mozna skonstruowac ciag liczb wymiernych
przyblizajacych ja z dotu oraz ciag liczb wymiernych przyblizajacych ja z gory.
Konstrukcja funkeji wykladniczej dla liczby niewymiernej wyglada tak:

% < o < abn
Przy czym odpowiednie ciagi zachowuja sie monotonicznie i mamy:

Q% < @t < of < abn+1 < abn



Stad:

o® =%f lim % = lim o

n—oo n—oo

Odpowiednie granice istnieja, co wynika z faktu ze funkcja wykladnicza jest dla
liczb wymiernych rosnaca, oraz z twierdzenia o dwéch ciagach. Trzeba jeszcze
pokazaé ze sa one réwne, ale

Vec@Ing Vnsnlbn — bl < €A la, —al <e

zatem:
bp — ap, < 2€
1=a <abrmn < o0t%
abn
— <a®? <o a® <14 2ae
a n

Zastosowana tu nierowno$¢ wymaga komentarza. € jest blisko zera, zas w pew-
nym otoczeniu prawostronnym zera funkcja wykladnicza jest mniejsza od pewnej
funkcji liniowej. W szczegdlnosci a® < 1+ a - x na przedziale (0,1). Obrazuje to
ponizszy rysunek:

—

Stad
b
«
— =1 a"=a
aa

b

Zatem funkcja jest dobrze okreslona. Latwo zauwazyé¢ ze funkcja wykladnicza
zachowuje monotonicznosé takze dla liczb niewymiernych.

Mozna teraz juz latwo zobaczy¢ czym jest liczba 3V2. Liczba V2 jest niewy-
mierna, 3 > 1 zatem wszystko pasuje pod pokazany wyzej schemat. Ostatecznie
mozemy wziaé ciagi przyblizen dziesietnych liczby v/2:

1<vV2<2

14 <V2<15
141 < V2 < 1.42
1414 < V2 < 1.415
1.4142 < V2 < 1.4143
1414213562 < V2 < 1.414213563



Zatem mamy:
3=3'<3"2<32=9

4655536722 = 31 < 3V2 < 315 = 5196152423
4.706965002 = 3141 < 3V2 < 3142 — 4 758061394
4.727695035 = 31414 < 3V2 < 31415 — 4 732891793
4.728733930 = 314142 < 3V2 314143 — 4 729253463
4.728804386 = 31414213562 - 3V2 - 31.414213563 _ 4 798804391

Ostatecznie
3V2 v 4.72880438783741494789428334041600536683971642

4254840000789382064017840312713095694467933192221216416

Liczba ta jest dobrze okreslona dlatego, ze potrafimy ja dowolnie blisko przy-
blizaé.
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